Lineare Algebra

» TECHNISCHE
UNIVERSITAT
12. Ubungsblatt DARMSTADT

Fachbereich Mathematik
M. Schneider 28.06.2012
Konstantin Pertschik, Daniel Kornlein

Gruppeniibung

Aufgabe G43 (Lineare Abbildung)
Betrachten Sie die folgende Abbildungen ¢ : R® — R2. Welche davon sind linear? Bestimmen Sie gegebenenfalls die
zugehorige Matrix [¢] (bezliglich der Standardbasen).
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Losung:

(a) Ja. (g g _02)

(b) Nein. ¢(1,1,1) = (1,1) und $(2,2,2) = (4,4) #2-(1,1)
(¢) Nein. ¢(0,0,0)=(1,0) # (0,0)

1 00
(d) Ja. (1 0 O)
(e) Nein. ¢(1’O’ 0) = (1; 0) = ¢(_1: O; O) 75 _(11 0)
-4 0 3
® Ja. ( ) 2&)
Aufgabe G44 (Basiswechsel)
Wir betrachten die R-Vektorraume R? und R® und in diesen die Basen

o= ()0 = ((3)-(¢) )

(e)

®

(x —1)2+3z—(x+1)?
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1 0 0
= (2) () v~ [o).[1). [0
0 0 1

Eine lineare Abbildung v € Hom(R?3, R?) ist gegeben durch

i (5 5 3):

und die Standardbasen

(a) Bestimmen Sie [w]gz.
6

(b) Gegeben sei weiterhin ein Vektor v € R® durch [v] g := | 7 |- Bestimme [¢(v)].
8

Losung:
(a) Esgilt

[ = lidsal?, 915 - ido )2 = [l (935~ (125,

Aus der Gestalt der Basen ergibt sich sofort

0 1 0o -1 1
[lidg215, = (1 0) und |:id]R3:|}g3 = 11 (1) 1
- 0

Die Inverse der letzten Matrix bestimmt man mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus.
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D.h. es gilt
N e
([1dR3]E3) =511 1
1 1 1
Mit Hilfe der ersten Formel ergibt sich also
[¢]E3—101 123:11_11_101064_—163
E2_210345111_210—2126_032

(b) Es gilt
(s = WIS und (7] = [idse )27, = ([idw1S,) [71s, -

Daraus ergibt sich
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Hausiibung

Aufgabe H34 (Matrizen linearer Abbildungen beziiglich verschiedener Basen)
(a) Gegeben sei die lineare Abbildung
CTR2 T2 X1, X2
o1 B~ R, (x) (x) .

Bestimmen Sie eine Basis B von R? und eine Basis C von R?, sodass die Matrix [cpl]g der Abbildung beziiglich
dieser Basen die Einheitsmatrix ist.

(b) Gegeben sei die lineare Abbildung

X
Po RS i R4, X9 — !
Xy
X3
X3

Bestimmen Sie eine Basis D von R® und eine Basis F von R*, sodass die Matrix [(,01]}{? der Abbildung beziiglich
dieser Basen

S O O+
[N el Ne]
o~ OO

ist.

Hinweis: In der Vorlesung wurde ein Satz bewiesen, der aussagt, dass man zu jeder linearen Abbildung Basen findet, so
dass die zugehorige Matrix die Identitédt eventuell ergénzt um einige Nullzeilen und/oder Nullspalten ist.

Losung:

o s (1)) = (2w (1)) = () vonsetun
o (m()e (om ()

Die Vektoren b, und b, bzw. ¢, und ¢, sind offensichtlich linear unabhingig. D.h. B = (b,, b,) und C = (&,,&,) sind
Basen von R2. Wegen ¢ (b;) = ¢; und ¢;(b,) =G, gilt

(1% = ((1, (1’) .

D.h. die gesuchten Basen sind gefunden.

(b) Es besteht F aus einer Basis des Bildes von ¢, ergénzt zu einer Basis von R* und D aus einer Basis des Kerns von
(5, zusammen mit je einem Urbild der Basisvektoren von imy, aus F.

Das Bild von ¢, wird von den Vektoren

-1 -1 -1
= 1 > 0 0
fl = 0 ’f2 = 1 unde - 0
0 0 1




Aulierdem sieht man sofort, dass ker ¢, = {0} gilt und der Vektor

far=

S O O

die Vektoren fi, f,, f3 zu einer Basis erganzt.
Man setzt nun also

D:= (51,32, _’3) und F := (fi,f;,fg,ﬁ) .

Wegen
0 (d) = 1-fi+0-f,4+0-f+0-f,
wody) = 0-f1+1-f,+0-f3+0-f,
wa(ds) = 0-f1+0-fo+1-f3+0-f4
folgt
1 0 O
01 0
D _
0 0 O

D.h. die gesuchten Basen sind gefunden.

Aufgabe H35 (Basiswechsel) (5 Punkte)
2, (R) bezeichne wie gewohnlich die Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad kleiner gleich n.
Wir betrachten die Abbildung

¢ 2(R) = Z5(R) mit ¢(p)(x):=xp(x),

die Elemente p;(x) := x', q;(x) := (x +1)' fiiri = 0, 1,...,3 und die Basen

B := (po,p1,P2)s
C := (pPo,P1,P2:P3)s
C/ = (qo,Ch,CIz,%)

von 2,(R) bzw. von 2;(R). Bestimmen Sie [¢] und [¢]7,.

Losung:
Um [¢]2 zu bestimmen, betrachten wir die Bilder der Basisvektoren aus B unter ¢. Es gilt

¢(po) = P
¢(p1) = p2
¢(p2) = ps
Daraus ergibt sich

0 0 0
100

B _
[ele=10 1 0
0 0 1

Es gilt [¢]%, = [id]¢, [¢]5. AuBerdem ist die Matrix [id]¢, gleich der zu [id]g/ Inversen Matrix. Um [id]g/ zu berechnen,
stellen wir die Elemente von C’ bzgl. der Basis C dar.

1 =1
(x+1) =1 + «x
(x+1 =1 + 2x + x?
(x+1)® = 1 + 3x + 3x* + x5




Also gilt
111 1
, 01 2 3
:171C" _
ldle =109 0 1 3
00 0 1

Die Inverse dieser Matrix bestimmt man wie folgt mittels des Gau3-Algorithmus.

1 1 1 1 1 0 0 O 1 0 -1 -2 1 -1 0 O
01 2 3 01 0 Ofr-n]J]O0 1 2 3 0O 1 00
0 0 1 3 0 0 1 O 0 0 1 3 0O 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 -1 1 0 1 0 0 O 1 -1 1 -1
+ianm-211 10 1 0 -3 0 1 -2 O|I1-vu+3rvmai-31v |0 1 0 O o 1 -2 3
- 0 01 3 0 O 1 O 0 01 O 0 O 1 -3
0 0 0 1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 O 0 1
Es ergibt sich also
1 -1 1 -1
AN o 1 -2 3
:11¢ _ (r:q1C _
lidle, = ([ld]c ) “lo o 1 -3
0 O 0 1
D.h. es gilt
1 -1 1 -1 0 0 O -1 1 -1
o 1 -2 3 1 0 O 1 -2 3
B _ r:31C B _ _
lele=ldalele=1 o o 1 -3 o10 | | o 1 -3
0 O 0 1 0 0 1 0 0 1




