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Gruppenübung

Aufgabe G43 (Lineare Abbildung)
Betrachten Sie die folgende Abbildungen φ : R3 → R2. Welche davon sind linear? Bestimmen Sie gegebenenfalls die
zugehörige Matrix [φ] (bezüglich der Standardbasen).
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Lösung:

(a) Ja.
�

5 3 0
0 0 −2

�

(b) Nein. φ(1, 1, 1) = (1, 1) und φ(2, 2,2) = (4, 4) 6= 2 · (1, 1)

(c) Nein. φ(0,0, 0) = (1, 0) 6= (0,0)

(d) Ja.
�

1 0 0
1 0 0

�

(e) Nein. φ(1,0, 0) = (1, 0) = φ(−1,0, 0) 6=−(1,0)

(f) Ja.

�

−4 0 3
0 0 2

p
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Aufgabe G44 (Basiswechsel)
Wir betrachten die R-Vektorräume R2 und R3 und in diesen die Basen
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und die Standardbasen
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Eine lineare Abbildung ψ ∈ Hom(R3,R2) ist gegeben durch

[ψ]CB :=
�

1 2 3
3 4 5

�

.

(a) Bestimmen Sie [ψ]E3
E2

.

(b) Gegeben sei weiterhin ein Vektor v ∈ R3 durch [v ]E3
:=







6
7
8






. Bestimme [ψ(v )]B.

Lösung:

(a) Es gilt

[ψ]E3
E2
= [idR2]BE2

· [ψ]CB · [idR3]E3
C = [idR2]BE2

· [ψ]CB ·
�

[idR3]CE3

�−1
.

Aus der Gestalt der Basen ergibt sich sofort

[idR2]BE2
=
�

0 1
1 0

�

und [idR3]CE3
=







0 −1 1
1 0 1
−1 1 0






.

Die Inverse der letzten Matrix bestimmt man mit Hilfe des Gauß-Algorithmus.
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D.h. es gilt

�

[idR3]CE3

�−1
=

1

2







−1 1 −1
−1 1 1
1 1 1






.

Mit Hilfe der ersten Formel ergibt sich also

[ψ]E3
E2
=

1

2

�
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��
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3 4 5

�
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=
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2

�
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��

0 6 4
−2 12 6

�

=
�

−1 6 3
0 3 2

�

.

(b) Es gilt

[ψ(~v )]B = [ψ]
C
B[~v ]C und [~v ]C = [idR3]E3

C [~v ]E3
=
�

[idR3]CE3

�−1
[~v ]E3

.

Daraus ergibt sich

[ψ(~v )]B = [ψ]CB
�

[idR3]CE3

�−1
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=
1
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=
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.

2



Hausübung

Aufgabe H34 (Matrizen linearer Abbildungen bezüglich verschiedener Basen)
(a) Gegeben sei die lineare Abbildung

ϕ1 : R2→ R2,
�

x1
x2

�

7→
�

x2
x1

�

.

Bestimmen Sie eine Basis B von R2 und eine Basis C von R2, sodass die Matrix [ϕ1]BC der Abbildung bezüglich
dieser Basen die Einheitsmatrix ist.

(b) Gegeben sei die lineare Abbildung

ϕ2 : R3→ R4,







x1
x2
x3






7→











−x1 − x2 − x3
x1
x2
x3











.

Bestimmen Sie eine Basis D von R3 und eine Basis F von R4, sodass die Matrix [ϕ1]DF der Abbildung bezüglich
dieser Basen











1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0











ist.

Hinweis: In der Vorlesung wurde ein Satz bewiesen, der aussagt, dass man zu jeder linearen Abbildung Basen findet, so
dass die zugehörige Matrix die Identität eventuell ergänzt um einige Nullzeilen und/oder Nullspalten ist.

Lösung:

(a) Es gilt ϕ1

��

1
1

��

=
�

1
1

�

und ϕ1

��

1
−1

��

=
�

−1
1

�

. Man setzt nun

~b1 :=
�

1
1

�

,~b2 :=
�

1
−1

�

,~c1 :=
�

1
1

�

,~c2 :=
�

−1
1

�

.

Die Vektoren ~b1 und ~b2 bzw. ~c1 und ~c2 sind offensichtlich linear unabhängig. D.h. B = (~b1,~b2) und C = (~c1,~c2) sind
Basen von R2. Wegen ϕ1(~b1) = ~c1 und ϕ1(~b2) = ~c2 gilt

[ϕ1]
B
C =

�

1 0
0 1

�

.

D.h. die gesuchten Basen sind gefunden.

(b) Es besteht F aus einer Basis des Bildes von ϕ2 ergänzt zu einer Basis von R4 und D aus einer Basis des Kerns von
ϕ2 zusammen mit je einem Urbild der Basisvektoren von imϕ2 aus F .

Das Bild von ϕ2 wird von den Vektoren

~f1 :=











−1
1
0
0











, ~f2 :=











−1
0
1
0











und ~f3 :=











−1
0
0
1











aufgespannt. Die zugehörigen Urbilder sind offensichtlich

~d1 :=







1
0
0






, ~d2 :=







0
1
0






und ~d3 :=







0
0
1






.
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Außerdem sieht man sofort, dass kerϕ2 = {~0} gilt und der Vektor

~f4 :=











1
0
0
0











die Vektoren ~f1, ~f2, ~f3 zu einer Basis ergänzt.
Man setzt nun also

D := (~d1, ~d2, ~d3) und F := (~f1, ~f2, ~f3, ~f4) .

Wegen

ϕ2(~d1) = 1 · ~f1 + 0 · ~f2 + 0 · ~f3 + 0 · ~f4

ϕ2(~d2) = 0 · ~f1 + 1 · ~f2 + 0 · ~f3 + 0 · ~f4

ϕ2(~d3) = 0 · ~f1 + 0 · ~f2 + 1 · ~f3 + 0 · ~f4

folgt

[ϕ1]
D
F =











1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0











.

D.h. die gesuchten Basen sind gefunden.

Aufgabe H35 (Basiswechsel) (5 Punkte)
Pn(R) bezeichne wie gewöhnlich die Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad kleiner gleich n.

Wir betrachten die Abbildung

ϕ :P2(R)→P3(R) mit ϕ(p)(x) := x p(x),

die Elemente pi(x) := x i , qi(x) := (x + 1)i für i = 0,1, . . . , 3 und die Basen

B := (p0, p1, p2),

C := (p0, p1, p2, p3),

C ′ := (q0, q1, q2, q3)

von P2(R) bzw. von P3(R). Bestimmen Sie [ϕ]BC und [ϕ]B
C ′

.

Lösung:
Um [ϕ]BC zu bestimmen, betrachten wir die Bilder der Basisvektoren aus B unter ϕ. Es gilt

ϕ(p0) = p1

ϕ(p1) = p2

ϕ(p2) = p3.

Daraus ergibt sich

[ϕ]BC =











0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1











.

Es gilt [ϕ]B
C ′
= [id]C

C ′
[ϕ]BC . Außerdem ist die Matrix [id]C

C ′
gleich der zu [id]C

′

C Inversen Matrix. Um [id]C
′

C zu berechnen,
stellen wir die Elemente von C ′ bzgl. der Basis C dar.

1 = 1
(x + 1) = 1 + x
(x + 1)2 = 1 + 2x + x2

(x + 1)3 = 1 + 3x + 3x2 + x3.
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Also gilt

[id]C
′

C =











1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1











.

Die Inverse dieser Matrix bestimmt man wie folgt mittels des Gauß-Algorithmus.











1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 2 3 0 1 0 0
0 0 1 3 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1











I−I I
 











1 0 −1 −2 1 −1 0 0
0 1 2 3 0 1 0 0
0 0 1 3 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1











I+I I I , I I−2·I I I
 











1 0 0 1 1 −1 1 0
0 1 0 −3 0 1 −2 0
0 0 1 3 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1











I−IV, I I+3·IV, I I I−3·IV
 











1 0 0 0 1 −1 1 −1
0 1 0 0 0 1 −2 3
0 0 1 0 0 0 1 −3
0 0 0 1 0 0 0 1











Es ergibt sich also

[id]CC ′ =
�

[id]C
′

C

�−1
=











1 −1 1 −1
0 1 −2 3
0 0 1 −3
0 0 0 1











.

D.h. es gilt

[ϕ]BC ′ = [id]
C
C ′[ϕ]

B
C =











1 −1 1 −1
0 1 −2 3
0 0 1 −3
0 0 0 1





















0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1











=











−1 1 −1
1 −2 3
0 1 −3
0 0 1











.
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