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Gruppeniibung

Aufgabe G36
Zeigen Sie, dass es keine lineare Abbildung f : R* — R3 gibt mit

1 1 _1

imf =span 1],]-1 , kerf =span
0
3 0 1

Losung:

Angenommen, es gibt eine solche lineare Abbildung f. Dann wére dimimf = 2, da die beiden Vektoren im Spann
linear unabhéngig sind und dim ker f = 1. Nach dem Dimensionssatz muss gelten: 4 = dimimf +dimker f =24+1=3,
was den gewiinschten Widerspruch liefert.

Aufgabe G37
Seien U C V und X C W vier K-Vektorrdume. Seien f : V — W eine lineare Abbildung und die Abbildung F : V/U —

W /X definiert durch v+ U — f(¥) + X. Zeigen Sie, dass F wohldefiniert ist, genau dann, wenn f(U) C X gilt.
Losung:
* Angenommen, dass F wohldefiniert ist. Sei i € U. Wegen v+ U = ¥+ d+ U folgt f (V) +X = f(V+d) + X, weil F
wohldefiniert ist. Somit f () — f (V' + 1) = f () € X.

¢ Angenommen, dass f(U) € X. Sei ¥ € v+ U. Es gilt y = ¥/ + @ mit & € U. Daraus folgt f(¥) = f(F+ 1) =
f)+ @) ef(@)+X. Somit f(¥)+X = f(¥)+X, d.h. F ist wohldefiniert.

Aufgabe G38 (Kanonische Faktorisierung)
Es sei V ein Vektorraum. Wir betrachten die linearen Abbildungen

p1:V -,
P2V,

Mittels des Homomorphiesatzes ergibt sich die Existenz von zwei Isomorphismen p; und @,, die durch ¢, bzw. ¢,
eindeutig bestimmt sind.

(a) Geben Sie die Abbildungsvorschrift von p; und @, an.

(b) Die Isomorphie welcher Vektorrdume kann man daraus schliefsen?

Losung:
(a) Offensichtlich gilt ker ¢, = {0}, im¢, =V, ker ¢, = V und im¢p, = {0}. Aus dem Homomorphiesatz ergeben sich
direkt die Abbildungsvorschriften:

-

PV =V, T+{0}— ¢ (V)=
©,: V/V — {0}, T+V e p,(7)=0.

(b) Es folgt, dass V/{0} isomorph zu V ist und dass V/V isomorph zu {0} ist.




Aufgabe G39 (Injektivitdt und Surjektivitat)
Es seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Ersetzen Sie in den
folgenden drei Aussagen die Fragezeichen so, dass die Aussagen wahr sind.

(a) ¢ ist surjektiv < dim(imp) = ?
(b) ¢ ist injektiv < dim(ker ¢) =?
(c) ¢ ist bijektiv & dimV =? und dim(ker ) =?

Beweisen Sie jeweils die Richtigkeit ihrer Aussagen.
Betrachten Sie nun den R-Vektorraum V = {(a,) ey | @, € RV n € N} der reellen Zahlenfolgen.

(d) Zeigen Sie dass es eine lineare Abbildung ¢, : V — V gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.
(e) Zeigen Sie dass es eine lineare Abbildung ¢, : V — V gibt, die surjektiv, aber nicht injektiv ist.
Losung:
(a) Es gilt: ¢ ist surjektiv < dim(imy) = dim W.
Beweis:
¢ Angenommen ¢ ist surjektiv, dann gilt nach Definition imp = W und damit auch dim(im¢y) = dim W
* Angenommen, es gilt dim(imy) = dim W. Es folgt dann imy = W, d.h. ¢ ist surjektiv.
(b) ¢ ist injektiv < dim(ker ¢) = 0.

Dies folgt sofort aus den Aussagen:

¢ istinjektiv. < kery = {0} und
dimU=0 < U=/{0}

fiir alle Vektorrdume U.

(c) ¢ ist bijektiv < dimV = dim W und dim(ker p) =0
Beweis:

Mit Hilfe der Dimensionsformel dim(im¢y) + dim(ker ¢ ) = dim V und den Aufgabenteilen (a) und (b) ergibt sich

@ ist bijektiv. < ¢ ist injektiv und surjektiv < dim(ker ¢) =0 und dim(imy) = dim W
< dimV =dimW und dim(kerp)=0

(d) Wir betrachten die Abbildung ¢, : V — V, die definiert ist durch
¢1 ((@n)nen) = (bplpey mit by =0,b;y; =a; Vi €N.
Diese Abbildung verschiebt die Folgenglieder um eins nach hinten und ergénzt eine Null als erstes Folgenglied. D.h.

(p; ist injektiv, denn wenn man zwei verschiedene Zahlenfolgen verschiebt, so sind die Bilder verschieden.

(p; ist nicht surjektiv, da jede Zahlenfolge (a,),ey mit a; 7 0 nicht im Bild von ¢ liegt.

(e) Wir betrachten die Abbildung ¢, : V — V, die definiert ist durch

@2 ((@)nen) = (bp)ney mit b; = a;4; Vi €N.

Diese Abbildung verschiebt die Folgenglieder um eins nach vorn und “vergisst“ das erste Folgenglied.
D.h. p; ist surjektiv, denn fiir eine beliebige Folge (a,)nen € V gilt fiir b, :=0,b,,; :=a, Vn eN:

P2 ((bn)neN) = (an)nEN'
(p, ist nicht injektiv, denn fiir a, :==0Vn&€Nund b, :=1,b,,; :=0Vn e N gilt

(102 ((an)neN) = (102 ((bn)neN) = (an)neN .




Hausiibung

Aufgabe H29 (Lineare Abbildungen) (5 Punkte)
Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume.

(a) Zeigen Sie, dass es genau dann einen Isomorphismus ¢ : V — W gibt, wenn dimV =dim W gilt.
(b) Es sei U ein Untervektorraum von V und ¢ : U — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass es eine lineare
Abbildung ¢ : V — W gibt, fiir die §|, = ¢ gilt.
Losung:
(a) Angenommen, es gibt einen Isomorphismus ¢ : V — W. Dann gilt im ¢ = W ,da ¢ surjektiv ist und ker ¢ = {0}, da
 injektiv ist. Mit der bekannten Dimensionsformel ergibt sich

dimV = dim(im ¢) + dim(ker ¢) = dimW + dim{0} = dimW .

Angenommen, es gilt dimV = dimW. Dann gibt es eine Basis 3, ..., 7, von V und eine Basis w,,...,w, von W
sowiegenau einen Vektorraumisomorphismus ¢ : V. — W mit

-

(P(l?l) = Wl" ..,(p(l}n) = wn .

Insbesondere existiert also ein Vektorraumisomorphismus von V nach W.

(b) Da U als Untervektorraum von V endlichdimensional ist, gibt es eine Basis i, ...,d, von U. Diese kann nach
dem Ba51serganzungssatz zu einer Basis von V erweitert werden. D.h. es gibt Vektoren v1,...,0, € V, sodass
Uy,...,iy, Uy,..., U, eine Basis von V bildet. Wir betrachten jetzt die Abbildung

(;EZVHW, Alﬁl+"'+Amﬁm+ulﬁ+"'+un17nH@(llﬁl—i_”'—i_lmﬁm)'

Man kann jedes Element von V eindeutig in der Form @+ # mit i € U und # € span(#,,..., 7,) =: V darstellen (das
folgt aus der Angabe der obigen Basis). Desweiteren gilt ¢ (il + 77) = ¢ (&) fiir alle i € U, ' € V. Daraus ergibt sich
sofort

P =pMVieU=>fly=¢

AuRerdem gilt fiir i, i, € U, 7, 7, € V, A1, A, € K:

QA (i + 1) + Ay(idy + 175)) O((Aqily + Agily) + (A 1) + Ay 1)) = @(Aqily + Agily) = Ay (i) + Ay (i)

= Mo + 1)+ A¢(dy + 7).
D.h. § ist eine lineare Abbildung und hat damit alle in der Aufgabe geforderten Eigenschaften.

Aufgabe H30 (Fibonacci-Zahlen) (5 Punkte)
Man betrachte V := {(a,)nen, |@nt2 = Qi1 + a5}

(a) Man zeige V ist ein R—Vektorraum und bestimme dimV'.

(b) Man bestimme q; # q, € R\{0} derart, dass (q})nen,> (q5)nen, €V gilt.

() Man zeige B = {(q7), (q3)} ist eine Basis von V.

(d) Man bestimme die Koordinaten der Folge (b, )ney, € V mit by = 0, b; = 1 bzgl. B insb. Formel fiir b,,.

Losung:
(a) V istein R-VR (Kklar).
Folge (a,) € V liegt fest durch die Angabe von a, und a;, d.h. ¢ : V — R? mit p(a,) := (ZO) ist ein Isomorphismus.
= dimV =dim R*=2 1

1+4/5

#0
b (NeV & ¢ =q" +q"Vn &= @ =q+1 Sq,=5% %—i-l: 2

1 1
(0 (q ) S (q ) sind linear unabhéngig. = eine Basis
1 2




(d

Nun wissen wir, dass f, = a - (HT‘@)” +b- (1%@)” gilt.
Fir n = 0 erhalten wir daraus: 0 =a - (1+T‘@)0 +b- (I_T‘@)O =a+b

Fiir n = 1 erhalten wir daraus: 1=a- (%5)1 +b- (—1_2‘/3)1

. . . . .. Lo 1 _ 1
Dies ist ein LGS. Die Losung davon lautet: a = 7 A==
i _ 1 14+v5yn _ 1 1=V5yn _ (V5" -(1-V5)"
Somit ist b, = ﬁ( 3 ) ﬁ( 3 > = T
Aufgabe H31 (Homomorphiesatz) (5 Punkte)
Es seien V und W K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Auerdem sei U C V ein Untervektorraum mit

U C ker .
Nach dem Homomorphiesatz existiert dann eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : V/U — W mit

p=9oq,

wobei q : V — V /U die bekannte Quotientenabbildung ist.

(@

Zeigen Sie
ker p = (kerp)/U .

Machen Sie sich dazu als ersten Schritt klar, dass (ker ¢ )/U existiert und ein Untervektorraum von V /U ist.

(b) Zeigen Sie
im@ =ime .
(*) Zeigen Sie:
Wenn ¢ surjektiv und ker ¢ = U ist, dann ist ¢ ein Isomorphismus.
Losung:
(a) Da U und ker ¢ Untervektorrdume von V und damit selbst Vektorrdume sind und da U C ker¢ gilt, existiert

(b)

(%)

(ker ¢)/U. Man kann ihn in folgender Weise als Untervektorraum von V /U verstehen:

da ker pCV
(kerg)/U={i+U|7ekerp} C {i+U|FieV}=V/U.

Es sei ¥/ + U ein beliebiges Element aus V /U. Dann gilt
G+ U) = Gp() = (Fop)(@) "= p(9).

D.h.
VT+Uckerf & o+ U)=0= p(@)=0=vckerp = v+ U € (kerp)/U.

Daraus folgt
ker @ = (ker¢)/U.

Man verwendet wieder die Gleichung @(¥ + U) = ¢(¥) fiir alle 7 € V (siehe letzter Aufgabenteil) und erhilt
weimp S IWeVmitw=p(@)=0[@+U)=I7+UeV/Umitw=§(7+U) = weim{.
D.h. es gilt
im@ =imgp .
Da { eine lineare Abbildung ist, muss man nur zeigen, dass sie bijektiv ist.
Da ¢ surjektiv ist, gilt imp = W. Aus Aufgabenteil (b) folgt dann
imp =imp =W

und damit ist auch & surjektiv.
Aus Aufgabenteil (a) folgt
ker § = (kery)/U=U/U = {0+ U}.

D.h. § ist injektiv.
Insgesamt folgt, dass @ linear und bijektiv ist und damit auch ein Vektorraumisomorphismus.




