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Gruppeniibung

Aufgabe G34 (Basis)
In R* betrachten wir die linearen Teilrdume

X1 1 2
X -2 0
U:= xi X1 —Xg+Xx3—x4=0 und V :=spann 3 |13
X4 0 1

Bestimmen Sie je eine Basisvon U, V, UNV und U + V.

Losung:
Da die Vektoren
1 2
-2 0
3 und 3
0 1

linear unabhéngig sind (keiner ist ein Vielfaches des Anderen), bilden sie eine Basis von V.
Der Untervektorraum U von R* besteht aus allen Vektoren der Form

Xog — X3+ X4 1 -1 1
x5 oty ol 10
X3 T[T 1 [T o0
X4 0 0 1
mit x,, x5, X4 € R. Man sieht leicht, dass die Vektoren
1 -1 1
1 0 0
ol-| 1 und 0
0 0 1
linear unabhéngig sind. Diese bilden somit eine Basis von U.
Der Untervektorraum V besteht aus allen Vektoren der Form
1 2 A+2u
Nl T
3 13|17 [ 3a+3u
0 1 u

mit A, u € R. Setzen wir dies in die definierende Gleichung fiir U ein, so erhalten wir

0=A4+2u)—(—21)+BA+3u) — u=6A+4u.




und somit y = —%A. Damit besteht der Durchschnitt U NV aus allen Vektoren der Form

1 2 —2
-2 3 0 -2
A 3 |~ EA 3| = A _%
0 1 _3
2
-2
-2
mit A € R. Eine Basis von U NV ist also der Vektor 3 |.Der Vektorraum U + V wird von den Vektoren
2
3
3 )
1 -1 1\ (1 2
1 0 0 -2 d 0
ol [ 1| |o|"| 3 |"™|s
0 0 1) 0 1

erzeugt. Eine Basis bestimmt man durch das Anwenden des Gaul3 algorithmus.

1 1 0 O 1 1 0 O 1 1 0 O 1 1 0 O 1 1
-1 0 1 0 0 1 1 O 01 1 O 01 1 O 0 1
1 0 01 |~»] 0O -1 01 ¢4 4~ OOT 11T |~ O0OOT1 1 |~] 00
1 -2 3 0 0 -3 3 0 0 0 6 0 0 0 0 -6 0 0
2 0 31 0 -2 3 1 0 0 5 1 0O 0 0 —4 0 0
Die Vektoren

1 0 0 0

1 1 0 0

ol [1] 1] ]o

0 0 1 1

bilden also eine Basis von U + V.

Aufgabe G35

Betrachte den R-Vektorraum R® mit der Standardbasis B = (&, &,,¢€;) und zwei weiteren Basen B’ = (51, 52, 53) und

B// = (81,62, 83), WObei

(1 0 (0

& = |o]l, & = 1], & = |o
\0 0) \1)/
(1 1) (0

b, = of, 52 = 11, by := 1
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(a) Der Vektor w € R? sei beziiglich der Basis B’ gegeben durch [W]g = | 2
1
Bestimmen Sie die Koordinaten von w beziiglich der Basis B.
2
(b) Der Vektor 77 € R® sei beziiglich der Standardbasis B gegeben durch [#]; = | 2
2

Bestimmen Sie die Koordinaten von ¥ beziiglich der Basis B’'.

(c) Bestimmen Sie die Koordinaten von El, 52, 33 beziiglich der Basis B’.

OO Rr = O

oOrRrRr OO




(d) Bestimme eine Matrix A; mit
(i) = A, [id]y Vi eRS.

(e) Bestimme eine Matrix A, mit
[ﬁ]Bl = A2 [ﬂ]B” Vi e R?’ .

Losung:
(a) Esgilt
1 1 0 5
1 0 1 4
Die Koordinaten von w beziiglich B sind also
5
[M_}]B =13
4
A
(b) Die Koordinaten bzgl. B’ haben die Gestalt [0]y = [ A, | mit
A3

= 26_3'1 +2€2 +2€3 = )ngl +7(.252 +1353 .

<y
I
N NN

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

},1 + }42 = 2 A’l + Az = 2 )(/1 + Az = 2
).2 + 2.3 = 2 = A‘z + A«3 = 2 = 7(.2 + 2.3 = 2
)’l + 7\«3 = 2 - Az + A«3 = 2 213 = 2

Aus dem letzten Gleichungssystem ergibt sich nacheinander A3 = 1,1, = 1 und A; = 1. D.h. die Koordinaten von
¥ beziiglich B sind
1
(]p =1
1
(c) Esgilt
by=1-b,+0-b,+0-B5, by=0-b,+1-B,+0-bs und by =0-b,+0-b,+1-b;.

Fiir die Koordinaten bzgl. B’ ergibt sich also

1 0 0
(D1l =10 |, [bdyw=|[1], [bslg=]0
0 0 1
Ay
(d) Esseien [i]p = | A, | die Koordinaten von @ beziiglich der Basis B’. Dann gilt
A3
. . . A+,
ljzllbl‘i‘)tzbz‘f'lgbg = Az"‘)\,?, :(Al+A2)é’1+(A2+A3)é’2+(2‘1+k3)€3 «
AL+ A
Die Koordinaten bzgl. der Basis B haben dann also die Gestalt
A+ Ay 110 A 110
[ﬂ]B = lz + 2,3 = 0 1 1 Az = 0 1 1 [u]B/
A+ Ay 1 01 s 101




D.h. die gesuchte Matrix ist

A1:

_ O R
O R =
= = O

und hat als Spalten die Vektoren Bl, 32 und 33.

Ay
(e) Essei[il]zr = | Ay | die Koordinaten von & beziiglich der Basis B”. Dann gilt
Az

Ay + 225 + Asg
lj = A’l(_:'l + 1262 + A3€3 = 27\‘1 + ).2 + A«3 = (7(,1 + 212 + Ag)é’l + (211 + Az + Ag)é’z + (3}.1 + 212 + 2,3)(?3 .
34, + 20, + As

Die Koordinaten bzgl. der Basis B haben dann also die Gestalt

Aq+ 21, 4 Ag 1 2 1 A 1 21
[@e=| 2M+A+24; | =] 2 1 1 Ll=] 2 1 1 |[@y
341+ 24, + A5 3 21 A 3 21
Zusammen mit der letzten Teilaufgabe ergibt sich
1 2 1 1 1 0
2 1 1 |[Wg=[ulg=] 0 1 1 |[[dlg
3 2 1 1 0 1
D.h. die gesuchte Matrix ist
110\ /121
Ay = 01 1 2 1 1
1 1 0 3 2 1
Die Inverse Matrix berechnet man mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus.
1 1 0(1 0 O 1 1 0 1 0 0 1 10 1 00
01 1{0 1 O ~> 0 1 1 01 0 ~> 0 1 1 010
1 0 1|0 0 1 0O -1 1|-1 0 1 0O 0 2(-1 1 1
110/ 10 o0 100 2 -2 2
11 1
- 010 55 3 |w|lo1o ! LI -1
00 1|-2 2 2 111
| 2 2 2 0 0 1| 2 2 2
Es ergibt sich also
1 1 -1 1 1 2 1 1 2 3 1
A, == 1 1 -1 211 |==]l011
201 1 1 3 2 1 214 1 1
Hausiibung
Aufgabe H25 (Isomorphismen und Basen) (5 Punkte)

Es seien V und W zwei isomorphe K-Vektorrdume. D.h. es existiert ein Vektorraumisomorphismus ¢ : V. — W. Weiterhin

sei B C V eine Basis von V.
Zeigen Sie, dass dann ¢(B) := {p ()| ¥ € B} eine Basis von W ist.




Losung:
Sei w € W beliebig. Da ¢ bijektiv ist, existiert ein # € V mit ¢(¥/) = w. Da B eine Basis von V ist, gibt es Elemente
MseesAg €K, 0, ..., U, € Bmit ¥V = A U + -+ + A, U,. Zusammen ergibt sich

W= @(ﬁ) = @(Alﬁl +"'+lnl7n) = l1‘/7(171)"' +An90(17n):

wobei ¢(7;),...,p(7,) Elemente aus ¢ (B) sind.
D.h. ¢(B) erzeugt V.
Seien nun ¢ (7,),..., ¢(,) beliebige Elemente von ¢(B).
AuRerdem seien 2, ..., A, € K mit A,(#,) +--- + A,p(7,) = 0. Dann folgt

0=210(T) + -+ A,0(7,) = 9 By + -+ 2 7) -

Da ¢ injektiv ist und ¢(0) = 0, ergibt sich A, 7, + -+ A, #, = 0. Weil #,,..., 7, € B und B linear unabhingig ist, folgt
daraus

A==2,=0.

D.h. ¢(B) ist linear unabhéngig.
Insgesamt ergibt sich, dass ¢(B) eine Basis von W ist.

Aufgabe H26 (Der Folgenraum) (5 Punkte)
Essei V = {(a,),en | a, € RV n € N} die Menge der reellen Zahlenfolgen. Diese bildet mit den Operationen

+: VXV oY, ((an)neN’(bn)neN) — (an + bn)neN und
T RXV -V, (A; (an)nGN) — (Aap)nen

einen R-Vektorraum.
(a) Ist die Teilmenge U; := {(a,)nen | (@y)nen € V, endlich viele der a,, sind ungleich Null }
ein Untervektorraum von V? Zeigen Sie ihre Aussage.
(b) Ist die Teilmenge U, := {(a,)nen | (@, )nex € V, endlich viele der a,, sind gleich Null }
ein Untervektorraum von V? Zeigen Sie ihre Aussage.
(c) Besitzen U, bzw. U, eine Basis. Wenn ja, bestimmen Sie eine Basis und die Dimension von U; bzw. Us,.
(d) Was ist die Dimension von V'?

(e) Bildet die in (c) bestimmte Basis von U; auch eine Basis von V?

Losung:
(a) Offensichtlich ist die Nullfolge ein Element von Uj.

Addiert man zwei Zahlenfolgen aus U;, so hat die Summe dieser beiden auch nur endlich viele Folgenglieder
ungleich Null, ist also wieder in U;.

Multipliziert man eine Zahlenfolge (a,) aus U; mit einem A € R, so ist Aa,, = 0 genau dann wenn a, = 0 ist. D.h.
die Zahlenfolge (Aa,),ey hat ebenfalls endlich viele von Null verschiedene Folgenglieder, liegt also in Uj.

Zusammen heil3t das: U; ist ein Untervektorraum von V.

(b) U, ist kein Untervektorraum von V. Denn es sind (a,),en, (bp)ney Mit a, = 1,b, = =1V n € N Elemente aus U,.
Aber (a,)nen + (bneny = (@, + b, )pey ist die Nullfolge und kein Element von Us,.

(c) U, ist kein Vektorraum, hat also auch keine Basis.
Wie man leicht sieht, ist die Menge M = {(a,),en | @, = 1 fiir genau ein n € N, a,, = 0 sonst} eine Basis von Uj.

(d) EsistdimV = oo, denn die Menge M C V aus dem letzten Aufgabenteil hat unendlich viele Elemente und ist linear
unabhingig. Dies ist fiir endlichdimensionale Vektorrdume nicht moglich.

(e) Die in (c) bestimmte Basis von U; bildet keine Basis von V, da z.B. die Folge (a,),ey mit a, = 1V n € N keine
endliche Linearkombination von Elementen aus der dortigen Basis ist.

Aufgabe H27 (Lineare Abbildungen und lineare Unabhingigkeit)
Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung und 7, ..., v, € V. Zeigen Sie: Sind die Bilder ¢ (#,),..., ¢(#¥,) linear unabhéngig,
so sind auch #, ..., ¥, linear unabhéngig.




Losung:
Seien A,...,A, € Kmit A, ¥} + -+ A,, = 0. Dann gilt wegen der Linearitét von ¢

0=0p0)= A0+ + A, 7)) = 207 + - + A, 0(7,) .

Wenn ¢ (), ..., ¢(,) linear unabhingig sind, folgt hieraus A; =--- =24, =0.
Damit sind auch #,..., I/, linear unabhéngig.

Aufgabe H28
(a) Seien V =U; @ U, und W zwei K-Vektorrdume. Seien ¢, : U; — W und ¢, : U, — W zwei lineare Abbildungen.
Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W gibt, sodass ¢|y, = ¢; und ¢ |y, = ¢,.

(b) Sei V ein endlicher K-Vektorraum und U;, U, zwei Untervektorrdume von V. Angenommen, fiir je zwei lineare
Abbildungen ¢, : U; — W und ¢, : U, — W gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W, sodass ¢ |y, = ¢,
und ¢|y, = ¢,. Zeigen Sie, dass V = U, & U, gilt.

Losung:

(a) Existenz: Fiir alle X in V, sei ¢ (¥) := ¢(¥;) + ¢o(¥,), mit ¥ = ¥; + ¥, und ¥; € U; und ¥, € U,. ¢ ist linear, wie
jetzt gezeigt wird. Seien A € K und ¥ = ¥;+X, und ¥ = y,+¥,, mit ¥;, ¥, € U; und ¥,, ¥, € U,. Es gilt ¥, +A¥; € U;
und ¥, + Ay, € U,, weil U; und U, Untervektorraume von V sind. ¢ (X + A¥) = ¢1(¥; + A1) + (3 + 1Y) =
$1(X1) + ¢2(X2) + Ap1(F1) + 29,2 (¥2) = ¢ (X) + A (7).

Eindeutigkeit: Seien ¢, ¢’ : V — W zwei lineare Abbildungen, sodass ¢ |y, = ¢'ly, = ¢; und ¢|y, = ¢'ly, = ¢»
gilt. Fiir alle X = X, + X, € U; @ Uy, ¢(X) = ¢(¥1) + ¢(X2) = ¢1(¥1) + ¢2(X2) = ¢1(¥1) + ¢5(X2) = ¢'(X).

(b) Wir zeigen zuerst, dass U, N U, = {0} gilt und dann, dass U, + U, = V gilt.

(<) Seien ¢; = 0 und ¢, = id und ¢ linear, sodass ¢ |y, = ¢, und ¢y, = ¢, gilt. Sei v € UyNU,. ¢ (V) = ¢,(V) = ]
und ¢(#) = ¢,(¥) = ¥. Daraus folgt # =0, d.h. U; N U, = {0}.

(=) Sei W ein Untervektorraum mit V = (U, + U,) ® W. (Ein solcher Untervektorraum existiert.) Sei ¢ = 0 und ¢’
linear, sodass ¢/|U1+U2 = 0 und ¢’|,, =id. (Solche Abbildung existiert wegen der vorige Teilaufgabe.) Wegen der
Annahme gilt ¢ = ¢’, d.h. W = {0} und U; + U, = V.




