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Aufgabe G24 (Vektorrdume)
(a) Ist R ein C-Vektorraum?

(b) Ist R ein Q-Vektorraum?

(¢) Ist R ein Z-Vektorraum?

Dabei sollen die Addition und die skalare Multiplikation jeweils die bekannte Addition und Multiplikation in C bzw. R
sein. Begriinden Sie ihre Antwort.

Losung:

(a) R ist kein C-Vektorraum, da die skalare Multiplikation eines Elements aus dem Grundkérper C mit einem Element
aus R nicht in R liegen muss (z.B.isti-1 =1 ¢ R).

(b) R bildet mit der normalen reellen Addition und Multiplikation einen Q-Vektorraum. Da Q C R und R! = R bekann-
termalen ein R-Vektorraum ist, ergeben sich alle notigen Eigenschaften sofort.

(c) R ist kein Z-Vektorraum, da Z kein Korper ist.

Aufgabe G25 (Vektorrdume)
Es seien M eine beliebige Menge und V, W K-Vektorrdume.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge % (M, W) der Abbildungen von M nach W mit den iiblichen Operationen

+: FMW)XFM,W)->FM,W), (f,g)—=f+g mit (f+g)(x):=f(x)+g(x)VxeM und
KX ZFM,W) - F(M,W), (A, g)— Ag mit (Ag)(x):=A-g(x)VxeM
einen K-Vektorraum bildet.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V nach W ein K-Vektorraum ist, indem sie
zeigen, dass es sich bei Hom(V, W) um einen Untervektorraum von % (V, W) handelt.

Losung:

(a) Offensichtlich sind die Operationen + und - wohldefiniert. Aul3erdem ist die Abbildung 0, welche jedes Element
von M in 0 € W abbildet, das Nullelement in &% (M, W). Man muss noch die Eigenschaften aus der Definition von
Vektorrdumen zeigen.




Dazu seien f,g,he€ F(M,W), A, u € K und x € M beliebig. Dann folgt:

(f + (g +m)(x)

=>f+(g+h =

(f +0)(x)
=>f+0

(f +(=Df)(x)
= f+(1Df

(f +8)x)
=>f+g

AU+ =

=>Af +¢)

((A+wfNGx)
=> A +uwf

(Aluf))(x)
= Auf)

(1-£)(x)
=>1-f

FO)+(g+h)(x) = f(x)+ (g(x) +h(x)) = (f(x)+ g(x)) +h(x) = (f + g)(x) + h(x)
(f +8)+h)(x)
(f+g)+h

FO)+0(x) = f(x) +0=f(x)
f

f)+ (=D )x)=fx)+(=1)- f(x) =0=0(x)
0

FO)+glx)=glx)+ f(x)=(g+f)(x)
g+f

A-((f+))=2A-(f(x)+g(x))=2A-f(x)+A-g(x)=(Af)(x)+ (Ag)(x)
(Af +2g)(x)
Af +Ag

A+w)-fO)=2A-f)+u-f(x)=(Af)x)+ (wf)x) = (Af +pf)(x)
Af +uf

A-(uf)X)=2A-(u- f(x))=Aw) - f(x) = ((Au)f)(x)
(Aw)f

L-f(x)=f(x)

= f.

(b) Man zeigt die drei Unterraumkriterien fiir Hom(V, W):
* 0€ Z(V,W) ist die Abbildung

0:V—>Ww, 7—0.

Diese ist offensichtlich linear. D.h., es gilt 0 € Hom(V, W).
* Seien f, g € Hom(V, W) beliebig. Dann gilt fiir alle A,,A, € Kund 7}, 7, € V:

(f + 0 +A,05) =

Fq0y + A,05) + g(Aq 01 + Ay 15) = A1 f (1) + Ao f (72) + A1 8(07) + A,8(15)
A (f+ )W)+ Ay - (f + g)(1)

D.h. f + g ist eine lineare Abbildung von V nach W, also gilt f + g € Hom(V, W).
Daraus folgt, dass die Abgeschlossenheit unter der inneren Verkniipfung
* Esseien f € Hom(V,W) und u € K beliebig. Dann gilt fiir alle A,,A, € K und #;, 7, € V:

(Wf)(Aq 7 + Ay1)

= U fMU+A00)=p- Ay f(T) + Ay f(T5)
A= (uf (@) + Ay - (f ()

D.h. uf ist eine lineare Abbildung von V nach W, also gilt uf € Hom(V, W).
Daraus folgt Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation.

Aufgabe G26 (Vektorrdume)

Zeigen Sie, dass V = R mit den folgenden Operationen einen R-Vektorraum bildet.

+y: VXV oV,
W RXV 5V,

(t,y)—»x+y-1
A,x)—=A-x—A+1=Ax—-A+1




Losung:
Es ist zu beachten, dass das neutrale Element der Addition, welches normalerweise mit Null bezeichnet wird, hier das

Element e =1 € R ist.
Fiir den Beweis seien im Folgenden x, y,z, A, 11, A, € R. Die zu zeigenden Aussagen ergeben sich durch die folgenden

einfachen Umformungen.

x+y(y+vz) = x+, +z-1D)=x+Qy+z-1)-1=x+y—-D+z-1=x+y—-1D+,2
= (x+yy)tysz
x+ye = x+yl=x+1-1=x
x+y(-D)yx = x+y(—x+1+D)=x+(—x)+2-1=1=e
X+yy = x+y—-1l=y+x—-1=y+yx
Ayx+yy) = Ayx+y-D=Ax+y—-1)—-A+1=Ax+Ay —-A—-A+1
= AXx—-A+14+Ay—-A+1-1=Ax—-A+ D)+, (Ay —A+1)
= Avyx+tyiyy
(Al‘{‘lz)'vx = (Al+7L2)X_(11+A2)+1:klx_kl‘i‘l‘i‘lzx_lz‘i‘l_l

= (Alx_kl+1)+V(7"2x_1'2+1)=)'1’VX+VA2’VX

AMvAayx) = Ay (Aax =2+ 1) =24 (Ax — A, +1) = A + 1= (A1 4)x — (4;A4,) +1
(AA2) v x

lyx = x—1+1=x
Insgesamt folgt, dass V = R mit den angegebenen Operationen einen Vektorraum bildet.
Aufgabe G27 (Untervektorraume)

Es sei V ein K-Vektorraum und U C V eine Teilmenge von V.
Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen.

(i) U ist ein Untervektorraum von V.
(ii) Es sind die zwei Bedingungen
(1) U ist nicht leer und
(2) fiir je zwei Elemente i, 1, € U und zwei Koeffizienten A, A, € K gilt
Aty + Aty €U
erfiillt.

Losung:

(i) = (ii) Sei U ein Untervektorraum von V. Es gilt 0eU , insbesondere ist U nicht leer und damit gilt (ii) (1).

Fir ii;,d, € U und A, A, € K gilt wegen der Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation A,ii;, A,il, € U. Aus der
Abgeschlossenheit gegeniiber der Addition folgt dann A,i; + A,il, € U, womit auch (ii)(2) und damit (ii) insgesamt
gezeigt ist.

(ii) = (i) Sei U eine Teilmenge von V, die (ii) (1) und (ii) (2) erfiillt.

Wegen (ii) (1) existiert ein u € U. Setzt man nun in (ii)(2) A; = 1,A, = —1 und &I; = @i, = @ so erhdlt man

O=u—-id=1-d+(-1)-de€U.
Sind i, i, € U, so kann man A; = A, = 1 setzen und erhilt aus (ii) (2)
i +i,eU.

Dies bedeutet Abgeschlossenheit unter Addition.
Sind A € K, i € U so folgt durch die Setzung A, = A, A, = 0,i; =i, = 0 aus (i) (2)

ATL=AT+0-7€U.

Damit gilt auch Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation.
Insgesamt folg, dass U ein Untervektorraum von V ist. Es gilt also (i).




Aufgabe G28 (Lineare Abbildungen)
Es sei f : R> — R? eine lineare Abbildung mit

7((0)) =) wer ()= (3)

Bestimme ein Formel fiir f ((;ﬁ)) fiir beliebige Elemente x, y € R.

Losung:
Fiir beliebige Elemente x, y € R gilt

A(G)) = o) (8) =xor (o) oo () = (5) = G3)

Hausiibung

Aufgabe H17 (Kern einer linearen Abbildung) (5 Punkte)
Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V — W linear. Der Kern von f ist definiert als ker f = {x € V | f(x) = 0}.

(a) Zeigen Sie, dass ker f ein Untervektorraum von V ist.
(b) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.
() kerf ={0}.
(i) f ist injektiv.
Losung:
(a) Seien ¥ und ¥ Elemente von ker f und A, u € K.
Aus f(%) = f(¥) = 0 und der Linearitit von f folgt f(AX + uy) = Af (%) + uf(¥) =0.
Also ist AX +uy €kerf.
Da auRerdem f (0) = 0 und damit 0 € ker f gilt, folgt, dass ker f ein Untervektorraum von V ist.
(b) Angenommen f ist injektiv.
Sei ¥ € ker f. Aus f(¥) = f(0) = 0 folgt X = 0 wegen der Injektivitit.
D.h. ker f = {0}.
Angenommen, es gilt ker f = {0}.

Seien X und ¥ Elemente von V mit f(X) = f(¥). Daraus folgt f(X — ¥) = 0 wegen der Lineariit von f. Wegen
ker f = {0} gilt also X — ¥ = 0. D.h. es ist ¥ = ¥ und somit ist f injektiv.

Aufgabe H18 (Polynome) (5 Punkte)

Sei D : R[x] — R[x], wobei R[x] := {Zi:o aixi| neN, a; €R, 0 <i < n} die Menge der Polynome mit reellen Koeffizi-
enten und D(},,_, axx*) =Y, kapx* 1 ist.

(a) Ist R[x] ein R-Vektorraum?

(b) Was ist D(x™)?

(c) Ist D eine lineare Abbildung?

(d) Was ist der Kern von D?

Losung:
(a) Ja.
(b) D(x™)=nx""! wenn 0 < n und D(x°) = 0.
(c) Ja.
(@ kerD={A-x°| LeR}




Aufgabe H19 (Lineare Abbildungen) (5 Punkte)
Betrachten Sie die Abbildung

x
3 9 x+2y+3z
f:R® > R? i/ H(3x+2y+z )

(a) Zeigen Sie durch konkretes Nachrechnen der definierenden Bedingung, dass f eine lineare Abbildung ist.

(b) Bestimmen Sie eine Matrix A, so dass f(77) = A7 fiir alle # € R® gilt. (Dabei bezeichnet A’ wie gewdhnlich das
Matrizenprodukt von A und )

(c) Bestimmen Sie den Kern von f. Dieser ist definiert durch
ker(f)=f'({0) = f1(0) = {7 € R®| f(#) = 0}.

Dabei bezeichnet 0 die Null in R2, also 0 = ( g )

Losung:
X, X
(@) Seien A;,A, €Rund i, =| y; |,vh=]| ¥y, | €R> Dann gilt
2z 25
Apxy + Agx
F(ai+2,5) = f Ai)’i*‘lz}’z _ ( Arxy + AoXy 4+ 2(A1y1 + A2Y2) + 3(Aq21 + A225) )
e A2y + Az 3(A1x1 + Agx2) + 2(A1y1 + A2y2) + 4121 + 492,

Alxl + 22’1.}/1 + 37(,121 + Azxz + 22.2‘)/2 + 3%222
3A1x1 + 221y + A2 +3A5x5 + 24,y + Ao2y
Al(xl + 2y1 + 321) + Az(xZ + 2y2 + 322)

Al(le + 2_}’1 +21) + )(,2(3.)(2 + 2y2 + Zz)

= 2 X1+2y1+321 2 X2+2y2+322
1 3x1+2y1 +Zl 2 3X2+2y2 +ZZ

= MLf(0)+ A f (7).

Dies ist gerade die definierende Gleichung der linearen Abbildungen.

X
o (1 2 3 .
(b) Firv= JZ/ undA—( 3 9 1 ) gilt

X
L, (1 2 3 _f x+2y+3z \ _ .
A”‘(s 2 1) Y _(3x+2y+z)_f(v)'

Diese Matrix A ist also die gesuchte.

x
.o 3 . — x+2y+3z \ (0. L
(c) Fir v = )Z/ € R’ gilt f(¥) = 0 genau dann, wenn ( 3x+2y+z | | 0 ist. Dies ist ein lineares
Gleichungssystem.
x+2y+32—0(:)x+2y+3z—0
3x + 2y + z =0 -4y — 8 = 0
(:)x+2y+32=0(:)x+ -z =0
y + 22 =0 y + 22 =0
1
Die Losungen dieses Gleichungssystems sind ker(f) =<4 A | —2 AER
1




