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Gruppeniibung

Aufgabe G6 (Einfache Potenzmengen)
Schreiben alle Elemente der Potenzmenge von

(@ X :=0,
(b X :=1{1},
(© X:=1{1,2},
@ x:=1{1,2,3},
(e) der Potenzmenge von X := {3,4}.
Wieviel Elemente hat die Potenzmenge einer n-elementigen Menge fiir n = 0, 1, 2, 3? Ist die Potenzmenge von X grofer

als X, kleiner oder gleich grof3?

Aufgabe G7 (Injektiv, surjektiv in R)
Sei f : R — R. Entscheiden Sie in den folgenden Fillen, ob f injektiv oder surjektiv ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

@ f(x)=x

®) f(x)=-3x+5

(© f(x)=x?
Losung:

(a) Seiy inR. Fir x =y, gilt f(x) = y. Also so ist f surjektiv.

Seien x und y in R mit f(x) = f(y). Wegen der Definition von f gilt x = y. Deshalb ist f injektiv.
(b) Seiy inRund x = S_Ty Dann gilt f(x) = y. Also ist f surjektiv.
Seien x und y in R mit f (x) = f(y). Wegen der Definition von f gilt —3x + 5= —3y + 5, d.h. x = y. Deshalb ist

f injektiv.
(c) Es gibt kein x in R, sodass f (x) = —1. Deshalb ist f nicht surjektiv.
(d) Wegen f(—1)=1=f(1) ist f nicht injektiv.
Aufgabe G8 (Injektiv, surjektiv in R?)
Sei f : R? — R2. In diesen folgenden Fillen entscheiden Sie, ob f injektiv, surjektiv ist. Begriinden Sie Thre Antwort.
@ fl,y)=(xy)
®) fle,y)=0&+1,-y)
Losung:
(a) Sei(x,y)in R2. Wegen der Definition gilt f(x,y) = (x, y). Also ist f surjektiv.
Aus f(x,y) = f(x’,y’) folgt (x,y) = (x’,¥"). Deshalb ist f injektiv.
(b) Sei(x,y)inR% Dann gilt f(x —1,—y) =((x — 1)+ 1,—(—=y)) = (x, y). Also ist f surjektiv.

Aus f(x,y)=f(x',y ) folgt (x +1,—y)=(x"+1,—-y’),d.h. x+1=x"+1und —y = —y’. Daraus folgt x = x’
und y = y’, und (x,y) = (x’, ¥’). Deshalb ist f injektiv.




Aufgabe G9 (Eigenschaften von Relationen)
Sei M eine Menge. Eine Relation R {iber M x M kann folgende Eigenschaften haben:

(a) reflexiv: Vx € M : xRx
(b) symmetrisch: VxeM : Yy € M : xRy = yRx
(¢) transitiv: VxeM :YyeM :Vze M : (xRy A yRz) = xRz
(d) antisymmetrisch: VxeM :YyeM :(xRy AyRx)=>x=y
(e) total: Vx e M :Vy € M : xRy V yRx
Entscheiden Sie fiir die folgenden Relationen, welche der obigen Eigenschaften zutreffen.
(a) Sei M die Menge der Einwohner Darmstadts und R die Relation ,,x wohnt im selben Stadtteil wie y*.
(b) Sei M =N die Menge der natiirlichen Zahlen und sei R die Relation ,,x ist kleiner oder gleich y*“.
(c) Sei M =N\ {0} die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null und sei R die Relation ,,x ist Teiler von y*“.

(d) Sei M = #({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}} die Menge aller Teilmengen von {1,2} und sei R die Relation ,x ist
Teilmenge von y*“.

Eine Relation auf M x M heif3t Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist; sie hei3t Halbordnung,
wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Ein Halbordnung, die total ist, heif3t lineare Ordnung. Entscheiden
Sie, welche der drei genannten Begriffe auf die obigen Beispiele von Relationen zutreffen.

Losung:

(a) ¢ R ist reflexiv, weil x im selben Stadtteil wie x wohnt.
* Wenn x im selben Stadtteil wie y wohnt, so wohnt y im selben Stadtteil wie x. Deshalb ist R symmetrisch.

* Seien x, y und z drei Bewohner Darmstadt. Angenommen, dass x im selben Stadtteil wie y wohnt und y im
selben Stadtteil wie z wohnt. Daraus folgt, dal$ x im selben Stadtteil wie z wohnt. Das heil3t, R ist transitiv.

* Angenommen, dass es einen Stadtteil gibt, wo mindestens zwei verschiedene Personen wohnen. Seien x und
y solche Personen. Wegen der Annahme wohnt x im selben Stadtteil wie y. Wegen der Annahme wohnt auch
y im selben Stadtteil wie x. Nach Annahme sind x und y ungleich. Daraus folgt, dass R nicht antisymmetrisch
ist.

* Angenommen, dass es zwei Stadtteile gibt, wo mindestens eine Person wohnt. Seien x und y zwei Bewohner
verschiedener Stadtteile. x wohnt nicht im selben Stadtteil wie y und y wohnt nicht im selben Stadtteil wie x.
Daraus folgt, dass R nicht total ist.

(b) Die Relation < ist reflexiv, transitiv, antisymmetrisch und total. Sie ist aber nicht symmetrisch.

(c) Die Relation ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. Sie ist aber nicht symmetrisch und nicht total. Z.B. is 2 kein
Teiler von 3 und 3 ist auch kein Teiler von 2.

(d) Die Relation ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. Sie ist aber nicht symmetrisch und nicht total. Z.B. ist {1}
keine ist Teilmenge von {2} und {2} ist auch keine ist Teilmenge von {1}.

Somit ist (a) eine Aquivalenzrelation, (b), (¢) und (d) sind Halbordnungen, (b) sogar eine lineare Ordnung.

Aufgabe G10 (Abbildung, Teilmenge und Schnittmenge)
Seien M und N zwei Mengen und f eine Abbildung von M nach N. Seien A und B zwei Teilmenge von M

(a) Wenn A C B, wie kann man f(A) und f (B) vergleichen? Begriinden Sie Thre Antwort.
(b) Fiir beliebige A und B, wie kann man f (AN B) und f(A) N f (B) vergleichen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung:

(a) Angenommen A C B. Wenn f (A) die leere Menge ist, gilt f (A) C f(B). Jetzt angenommen, dass f (A) nicht leer ist.
Sei y in f(A). Wegen der Definition f(A)={y € N | Adx €A, f(x) = y} sei x in M, sodass f(x)=y. Wegen AC B
ist auch x in B. Daraus folgt, dass y = f(x) auch in f(B) ist. Das gilt fiir alle y in f (A), d.h. f(A) € f(B).

(b) ANnB C Agilt wegen der Definition der Schnittmenge. Daraus folgt f (AU B) € f(A) wegen der obigen Teilaufgabe.
Ebenso gilt f(AUB) C f(B). Wegen der Definition der Schnittmenge folgt f (ANB) C f(A) N f(B).

Sei f : {0,1} — {2}. Dann ist f({0}) N f({1}) = {2} und f({0} N {1}) =0.




Hausiibung

Aufgabe H4 (Eigenschaften der Injektivitdt und der Surjektivitét) (5 Punkte)
Seien A, B und C drei Mengen. Seien f : A— B und g : B — C zwei Funktion.

(a) Angenommen, dass g o f bijektiv ist, zeigen Sie, dass f injektiv ist und g surjektiv ist.
(b) Finden Sie ein Beispiel, damit g o f nicht bijektiv ist, obwohl f injektiv ist und g surjektiv ist.
(c) Finden Sie ein Beispiel, damit g o f bijektiv ist, obwohl f nicht surjektiv ist und g nicht injektiv ist.
Losung:
(a) Seix,y €A, damit f(x)= f(y). Es gilt go f(x) = go f(y). Daraus folgt x = y, weil g o f bijektiv ist. Deshalb ist
f injektiv. Sei y € C. Es gibt x € A, damit g o f(x) =y, weil g o f bijektiv ist. Deshalb ist g surjektiv.
(b) f:{0,1} — {0,1} sodass f(x)=x und g : {0,1} — {0}.
(¢) f:{0} —{0,1} sodass f(0) =0 und g : {0,1} — {0}.

Aufgabe H5 (Abbildungen) (8 Punkte)
(a) Bestimmen Sie die Definitionsmenge und die Bildmenge folgender Abbildungen (Funktionen) von R nach R. Skiz-
zieren Sie diese in einem rechtwinkligen Koordinatensystem und geben Sie an, ob sie injektiv, surjektiv oder bijektiv
sind.
i. fl (X) == 10
i. fo(x)=x2+2
fii. fy:x— x3
iv. fu(x)=vx
V. forx—|x|—x
fo(x) = (sgn(x))*
(b) Geben Sie das Urbild der Zahl 4 beziiglich f,, f, und f5 an.
(c) Welche Funktionen besitzen eine Umkehrabbildung (Umkehrfunktion)?

(d) Berechnen Sie die Kompositionen (Verkniipfungen) fof,, fo0fs, fsofs und berechnen Sie (f,0£3)(5) und (f50f5)(5).

Vi.

=

Losung:

5004
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Abbildung 1: Die Graphen zu den Funktionen f; bis f;.

(a) i. Die rechte Seite ist fiir alle reellen Zahlen definiert, also gilt D(f;) = R. Wegen f;(0) = f;(1) = 10 ist die
Funktion nicht injektiv. Die Bildmenge ist B(f;) = {10} # R, somit ist f; auch nicht surjektiv. Es folgt, f; ist
nicht bijektiv.




ii. Auch hier gilt D(f;) = R. Es gilt f,(1) = 3 = f,(—1), somit ist die Funktion nicht injektiv und damit auch nicht
bijektiv. B(f;) = [2,00[, da z.B. 1 ¢ B(f,) ist f, auch nicht surjektiv.
iii. D(f;) =R, B(f;) = R, die Funktion ist injektiv und surjektiv, also auch bijektiv. Eine Begriindung wird hier
nicht verlangt.
iv. D(f,) = [0,00],B(f4) = [0, c0]. Die Funktion ist injektiv, da zu jeder nicht negativen reellen Zahl genau eine
Quadratwurzel existiert, sie ist aber nicht surjektiv (—1 ¢ B(f,)). Damit also auch nicht bijektiv.
v. D(fs) = R, B(fs) = [0,00]. Wegen f5(0) = fs(1) = O nicht injektiv und da —1 ¢ B(fs) nicht surjektiv.
Insbesondere ist f5 nicht bijektiv.
vi. D(fs) =R, B(fs) = {1,0}. Da B(fs) # R, kann die Funktion nicht surjektiv sein. Sie ist auRerdem auch nicht
injektiv, da beispielsweise f(—1) = f (1) = 1. Es folgt, dass sie auch nicht bijektiv ist.
(b) Urbilder von 4 bzg. f, sind v2 und —v/2.
Urbild von 4 bzg. f, ist 16.
Urbild von 4 bzg. f5 ist -2 (fiir x <0, f5(x) = —2x, fiir x > 0, f5(x) =0).
(c) Die Funktionen, die eine Umkehrfunktion besitzen, sind f; und f, (da sie injektiv sind).

(@ fiofs :R—R,x— 10, (f0f3)(x) = (x3)?2+2und (fsofs)(x) = (sgn(|x| —x)). (f,0£3)(5) = f,(f5(5)) = 15.627,
(f30 £,)(5) = 19.683.

Aufgabe H6 (Abbildungen) (5 Punkte)
Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion: Existiert eine bijektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — {1,...,m}, soist m =n.




