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Gruppeniibung

Aufgabe G19
Berechnen Sie das inverse Element bzgl. Multiplikation in der folgenden Gruppe:

(a) 3inZ/8Z
(b) 6inZ/11Z
(c) 8in7z/13%
(d) 5inz/7Z
(e) 5inZ/147
() 13inZ/17%Z
Aufgabe G20 _
(a) Wir betrachten die Gruppe Z/7Z. Gesucht ist a € Z/77Z, so dass {a"|n € N} = Z/77Z\ {0} ist.
(b) Wir betrachten die Gruppe Z/5Z. Gesucht ist a € Z/5Z, so dass {a"|n € N} = Z/57\ {0} ist.

Aufgabe G21 (Fehlsténde)

Sei o € S,, eine Permutation. Jedes Paar (i,j) € {1,2,...,n} x {1,2,...,n} mit i < j, fir das o(i) > o(j) gilt, nennen wir
einen Fehlstand oder auch eine Inversion von o. Zum Beispiel wéren fiir die Permutation

(1 2 3 4
={3 1 4 2

genau die Paare (1,2), (1,4), (3,4) die Fehlstdnde von o.

1 2 3 45 6
6 2 1 5 3 4

(*) Bestimmen Sie die Fehlstdnde aller Elemente von S;.

(a) Bestimmen Sie alle Fehlstinde von

(**) Was ist die maximale Anzahl von Fehlstéinden, die eine Permutation o € S, haben kann? Geben Sie eine Permuta-
tion an, die diese maximale Anzahl von Fehlstinden besitzt.

Aufgabe G22
Sei (G, -, e) eine Gruppeunda € G.Sei f: G—G
xX—a-x
(a) Ist f injektiv?
(b) Ist f surjektiv?
(c) Wenn f bijektiv wire, was wire f ~1?

Aufgabe G23 (Abschwéchung der Definition von Gruppen)
Sei G eine Menge und * : G X G — G. (G, ) ist eine schwache Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.




¢ Assoziativitit: Va,b,c € G: (a*b)*xc=a*(bx*c).
¢ Linksneutrales Element: es gibt e € G, mit e x a = a fiir alle a € G.
* Linksinverses Element: Vae G:3beG: bxa =e.

(a) Zeigen Sie, dass eine Gruppe auch eine schwache Gruppe ist.

(b) Umgekehrt wollen wir jetzt zeigen, dass eine schwache Gruppe auch eine Gruppe ist.
i. Seia,b € G. Angenommen, es gilt bxa = e und ¢ * b = e, zeigen Sie, dass a*x b = (c* b) * (a*b).
ii. Mithilfe der obigen Teilaufgabe, zeigen Sie dann, dass a * b = e, d.h. jedes linksinverse Element ist auch

rechtsinvers.
iii. Seia € G. Mithilfe der obigen Teilaufgabe, zeigen Sie dann, a*e = a, d.h. jedes linksneutrale Element ist auch
rechtsneutral.
Hausiibung
Aufgabe H14 (Symmetrische Gruppen) (7 Punkte)

Wir betrachten in dieser Aufgabe die Menge S, aller n-stelligen Permutationen. Es bezeichnet o : S, x S, — S, die
Verkettung von Permutationen.

(a) Zeigen Sie, dass o auf S, assoziativ ist. Tipp: Betrachten Sie die Permutationen in dieser Teilaufgabe am besten als
Abbildungen von {1,...,n} in sich.

(b) Berechnen Sie alle moglichen Verkettungen von Elementen in S;. Stellen Sie diese in einer Verkniipfungstabelle
dar.

(c) Zeigen Sie, dass S; mit der Verkettung o eine Gruppe bildet. Was ist das neutrale Element?
(d*) Welche Elemente von S; haben eine gerade Anzahl von Fehlstdnden?

(e*) Eine Untergruppe einer gegebenen Gruppe G ist eine Teilmenge von G, die mit der Operation und dem neutralen
Element von G selbst wieder eine Gruppe bildet.

Ist die Teilmenge der Permutationen mit gerader Anzahl von Fehlstdnden in S; eine Untergruppe?
(f*) Geben Sie alle Untergruppen von S an.

(g*) Zeigen Sie, dass S, fiir alle natiirlichen Zahlen n eine Gruppe ist.

Aufgabe H15 (Gruppen) (5 Punkte)
Geben Sie an, welche der folgenden Mengen Gruppen sind. Zeigen Sie bei den Mengen, die keine Gruppen sind, welche
Gruppeneigenschaft verletzt ist. Welche der Gruppen sind abelsch? Geben Sie bei den Gruppen das neutrale Element n
und jeweils zu jedem g € G;, i = 1,2,3,4,5, das inverse Element an.

(@ G, :=(2Z,,+), wobei + die Addition in Z,, aus der Vorlesung bezeichnet.

() G, :=(R*®) mit (x1,%,) @ (¥1,¥2) := (X171, X2¥2)-

() G5:=(Q\ {0},-), wobei - die gewohnliche Multiplikation von rationalen Zahlen bezeichnet.

(d) G,:=({0,1},®) mit0®0:=0,001:=1,190:=1und 161 :=0.

(e) Gs:=(2({0,1}),U), wobei AU B wie gewohnt die Vereinigung der beiden Mengen A und B bezeichnet.

Aufgabe H16 (Direktes Produkt) (5 Punkte)
Seien (G, *,e) und (G’, *’,e’) zwei Gruppen. Sei - : (G X G') X (G X G') = G x G’ die Verkniipfung mit (x,x")-(y,y’) =
(xxy,x"« y").

(a) Zeigen Sie, dass (G x G’,-) eine Gruppe ist. Was ist das neutral Element?

(b) Zeigen Sie, dass I1; : G X G’ — G, mit I1;(g, g’) = g, ein Gruppenhomomorphismus ist.

(c) Zeigen Sie, dass 3, : G — G x G', mit 2;(g) = (g, €’), ein Gruppenhomomorphismus ist.

(d) Jetzt wird angenommen, dass G = G’ abelsch ist, zeigen Sie, dass ® : G X G — G, mit ®(g,¢’) = g * ¢/, ein
Gruppenhomomorphismus ist.




