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Abgabe des 1. Übungsblattes ist am Mittwoch, den 25.04 bis 12 Uhr (wie auf der Veranstaltungsseite
beschrieben) in den jeweiligen Kästen in S2|15, 2. Etage.
Bewertet werden die Hausübungen; bei Aufgaben versehen mit einem (?) handelt es sich um Bonusauf-
gaben, durch die Sie sich zusätzliche Punkte erarbeiten können.

Gruppenübung

Aufgabe G1
Seien A= (a1, . . . , am)T ∈ Mm,n(R) mit ak ∈ Rn×1, k = 1, . . . , m, und AλI , AλI I , AI I I , SλI , SλI I wie in Abschnitt
4.2 Beobachtung (c), das heißt:

AλI = (a1, . . . , ai−1,λai, ai+1, . . . , am)
T , i ∈ {1, . . . , m}

AλI I = (a1, . . . , ai−1, ai +λa j, ai+1, . . . , am)
T , i, j ∈ {1, . . . , m}

AI I I = (a1, . . . , a j, . . . , ai, . . . , am)
T , i < j,

SλI = (ak`)1≤k,`≤m mit aii = λ und akk = 1 für k 6= i, sonst a∗,∗ = 0, i ∈ {1, . . . , m}
SλI I = (ak`)1≤k,`≤m mit akk = 1 und ai j = λ, sonst a∗,∗ = 0, i 6= j

mit λ ∈K. Weiter sei für j > i

SI I I ,i, j = (sk`)k,` mit sk` =







1, wenn k = ` mit k,` 6= i, j,
oder wenn (k,`) ∈ {(i, j), ( j, i)}

0, andernfalls

Zeigen Sie

AI = SλI A, AI I = SλI IA, AI I I = SI I IA,

(SλI )
−1 = S

1
λ
I , (SλI I)

−1 = S−λI I , (SI I I)
−1 = SI I I .

Hinweis: SλI , SλI I , SI I I hängen auch von i und j ab. Daher schreibt man manchmal auch SλI ,i, SλI I ,i, j, SI I I ,i, j.
Selbiges gilt auch für AλI , AλI I und AI I I .
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Aufgabe G2
(a) Zeigen Sie (AB)T = BT AT für A∈ Mn,m(K), B ∈ Mm,l(K).
(b) Sei

A :=











1 5 7
8 2 0
1 3 1
0 1 1











.

Berechnen Sie S-Rang(A), Z-Rang(A), Rang(A) und bestimmen Sie eine Basis von Bild(A). Wie könn-
te man eine ONB von Bild(A) bestimmen?

Aufgabe G3
Sei

A :=







1 2 3
4 8 13
0 2 1






.

Bestimmen Sie eine Matrix B mit Zeilenstufenform und A ∼
EZU

B mittels des Gaußschen Eliminationsver-

fahrens. Geben Sie eine Matrix R mit B = RA an. Interpretieren Sie R als Transformationsmatrix.

Hausübung

Aufgabe H1 (2+2 Punkte)
(a) Zeigen Sie (AB)−1 = B−1A−1 und A−T := (A−1)T = (AT )−1 für invertierbare Matrizen A, B ∈ Mn,n(K).
(b) Sei

A :=







1 6 3 0
8 3 1 2
3 0 2 2







Berechnen Sie S-Rang(A), Z-Rang(A), Rang(A) und bestimmen Sie eine ONB von Bild(A).

Aufgabe H2 (4 Punkte)
Seien A= (a1, . . . , an) ∈ Mm,n(R) mit ak ∈ Rm×1, k = 1, . . . , n, und

ÃλI = (a1, . . . , ai−1,λai, ai+1, . . . , an), i ∈ {1, . . . , n}
ÃλI I = (a1, . . . , ai−1, ai +λa j, ai+1, . . . , an), i, j ∈ {1, . . . , n}

ÃI I I = (a1, . . . , a j, . . . , ai, . . . , an), i < j

mit λ ∈K. Bestimmen Sie Matrizen S̃λI , S̃λI I und S̃I I I mit

ÃI = AS̃λI , ÃI I = AS̃λI I , ÃI I I = AS̃I I I ,

und berechnen Sie (S̃λI )
−1, (S̃λI I)

−1, (S̃I I I)−1.
Hinweis: Die Aufgabe lässt sich durch Rechnen oder mit Hilfe von Aufgabe G2/H1 lösen. S̃λI , S̃λI I , S̃I I I
hängen auch von i und j ab. Daher schreibt man manchmal auch S̃λI ,i, S̃λI I ,i, j, S̃I I I ,i, j.

2



Aufgabe H3 (2+2 (+1) Punkte)
Sei T ∈ L (R4,R3) und

A := M E4,E3
T =







6 12 6 3
2 4 2 1
3 6 0 0






,

wobei E3, E4 die Standardbasen des R3 bzw. R4 bezeichnen.

(a) Überführen Sie A in eine Matrix B ∈ M3,4(R) der Form







a11 0 0 0
0 a22 0 0
0 0 a33 0







mit aii ∈ R, i = 1,2, 3, so dass A ∼
EU

B.

(b) Bestimmen Sie zudem Z-Rang(A), S-Rang(A) und Rang(A), sowie Transformationsmatrizen S−1 und
R mit RAS−1 = B.

(?) Bestimmen Sie Basen B1, B2 mit B = M B1,B2
T .

Aufgabe H4 (?) (1+1+2 Punkte)
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K = R oder K = C, En = {e1, . . . , en} die Standardbasis des
Kn und 〈·, ·〉 bezeichne das zugehörige Standardskalarprodukt. Weiter sei T ∈ L (V ) mit A := M En

T .
Notation: Zu einem Vektor x =

∑n
j=1 x je j werden die Koordinaten stets mit ~x bezeichnet. Gleiches gilt

für Vektoren l ∈ V ∗ bzgl. der dualen Basis E′n von En.

(a) Zeigen Sie

〈A~x , ~y〉= 〈~x , A∗~y〉, ~x , ~y ∈Kn.

(b) Zeigen Sie, dass für l =
∑n

j=1 l je
′
j ∈ V ∗

l(x) = 〈~x ,~l〉, x =
n
∑

j=1

x je j,

gilt. Folgern Sie hieraus, dass die Abbildung

I :

¨

V ∗ → Kn

l 7→ ~l

bijektiv ist (vgl Abs. 3.11) und linear falls K= R.

(c) Zeigen Sie, dass

l(T x) =〈A~x ,~l〉= 〈~x , A∗~l〉, x =
n
∑

j=1

x je j, l =
n
∑

j=1

l je
′
j

gilt. Folgern Sie hieraus, dass T ′ = I−1A∗ I ist. Man kann also in Vektorräumen mit Hilfe des SP die
Matrix A∗ als Adjungierte interpretieren. Aus diesem Grund nennt man A∗ auch häufig Hilbertraum-
adjungierte.
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