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1 Einleitung

In der Ausarbeitung zu meinem Vortrag im Rahmen des Seminars ,, Wissenschaftstheo-
rie“ im WS11/12 gehe ich erst auf den Beweisbegriff bei Euklid und Bourbaki und die
axiomatisch-deduktive Methode ein. Darauf folgend werden Hilbert, Godel und Gent-
zen im Hinblick auf die Entwicklungen im Zuge der sogenannten Grundlagenkrise der
Mathematik am Anfang des 20. Jahrhunderts vorgestellt. Im dritten Teil werde ich die
Rolle von Computern in der modernen Mathematik, den Beweis des Vierfarbensatzes
durch Appel und Haken und anschlieend Coq, einen interaktiven Beweisassistenten,
untersuchen. Abschlielend wird die Funktion von Beweisen und die Entwicklung von
Erkenntnisidealen in der Mathematik betrachtet.

2 Euklid

Bei Euklids Beweisen, wie auch bei den meisten anderen Beweisen in den theoretischen
Texten der griechischen Mathematiker (von Archimedes oder Aristoteles etwa), werden
,Postulate* ausschliefllich auf Basis von Axiomen, Definitionen und bereits bewiesenen
Postulaten bewiesen. Dieses Vorgehen, eine allgemeine Aussage anhand schon bewiesener
Erkenntnisse und der Axiome abzuleiten, wird auch als axiomatisch-deduktiv bezeich-
net und steht im Gegensatz zu den Texten der ,angewandten“ Mathematik im antiken
Griechenland, die meist aus Instruktionen zur Losung eines bestimmten Problems beste-
hen, ohne dabei die benutzten Methoden zu rechtfertigen. [Asp09] In Euklids bekanntem
Werk ,, Elemente“ finden sich Definitionen, wobei diese teils auf den Anschauungsraum
bezogen sind, wie z. B. ,Ein Punkt ist, was keine Teile hat“ [Euk03] und ,,Eine Linie ist
eine breitenlose Linge.“ [Euk03], Axiome, Postulate (also ,,Sétze*) und deren Beweise.

Jeder Beweis wird von einem Diagramm begleitet, das den allgemeinen Fall illus-
triert und auf das der Text sich explizit bezieht. Die Texte sind in einem unpersoénlichen
Stil geschrieben und enthalten bestimmte, in der Alltagssprache ungebriuchliche, gram-
matikalische Formen. So wird der Leser nie direkt angesprochen, kein inklusives ,,wir®



benutzt, keine Informationen {iber den Autor preisgegeben und abgesehen von dem ein-
leitenden Satz ,,Ich behaupte, dass ...“ [Euk03], der sich am Anfang jedes Beweises finden
lésst, bezieht sich der Autor nie auf sich selbst. [Asp09]

Das Ziel der Beweise ist es, auch ohne ein Gespréich mit dem Autor oder einer anderen
Person, den Sachverhalt tiberzeugend darzustellen, also die Korrektheit der Aussage zu
zeigen, sowie Wissen iiber die Konstruktionen weiterzugeben.

Diese Ausfithrungen werden im Folgenden am Beispiel des Postulats 30 aus der
Ubersetzung von Thaer [Euk03] und der Skizze in Abbildung 1 beispielhaft gemacht:

Theorem 1 (Postulat 30 aus [Euk03]). Derselben geraden Linie parallele
sind auch einander parallel.

Abbildung 1: Skizze zu Postulat 30 nach [Euk03]

Beweis. A B, C D seien beide || E F. Ich behaupte, dass auch A B || C D.
Man bringe die gerade Linie G K mit ihnen zum Schnitt.

Da die parallelen geraden Linien A B, E F von der geraden Linie G K ge-
schnitten werden, ist A G K = G H F (1,29). Ebenso ist, da die parallelen
geraden Linien E F, C D von der geraden Linie G K geschnitten werden G
HF = G KD (I129). Wie oben bewiesen, ist A G K = G H F, also ist auch A
G K = G K D, sie sind dabei Wechselwinkel. Also ist AB || CD (I, 27) dies
hatte man beweisen sollen.

O

Der Anfang des Beweises bzw. die zu beweisende Aussage wird durch eine spezielle
Phrase (,Ich behaupte, dass ...“) markiert. Das ,Ich“ in der eben erwihnten Phrase ist
das einzige Wort, das eine Verbindung zum Autor herstellt, wobei, dadurch dass jeder
Beweis in den Elementen diese Form enthélt, dessen Bedeutung auf die Funktion als
Markierung reduziert wird. Eine dhnliche Funktion hat die Schlussphrase ,,..., dies hatte
man beweisen sollen.“, die sich in anderen Formen bis heute durchgesetzt hat (,,..., was
zu zeigen/beweisen war“). Das heute weit verbreitete inklusive ,, Wir“ findet sich nicht.

Man sieht, dass Euklids Beweise, obwohl sie als Fliefitext und ohne viele spezielle
mathematische Symbole geschrieben sind, schon relativ stark formalisiert waren und
sich von der herkdmmlichen Sprache abgrenzten. Bestimmte Schritte wurden immer in
der gleichen sprachlichen Form beschrieben. [Asp(09]



3 Bourbaki

In den 1930er Jahren wurde der Name , Nicolas Bourbaki“ erstmals von dem heute un-
ter diesem Pseudonym bekannten Autorenkollektiv, unter dessen Griindungsmitgliedern
Henri Cartan, Claude Chavalley, Jean Delsarte, Jean Deudonné und André Weil waren,
genutzt. Ihre Motivation war Unzufriedenheit mit den damals in Frankreich erhéltlichen
Lehrbiichern, gerade im Bereich der Analysis, da die damals verbreiteten Werke nicht
rigoros und allgemein genug waren. Das Ziel der Gruppe war es also ein modernes und
logisch strukturiertes Lehrwerk fiir die verschiedenen Zweige der Mathematik zu ver-
fassen. Es wurden weder Resultate benutzt, die nicht schon vorher im Text bewiesen
wurden, noch gab es Verweise auf andere Werke. Das erste Kapitel erschien 1939 und
der letzte Band 1997. [Cor09]

Fragen zu den Grundlagen der Mathematik, wie etwa Widerspruchsfreiheit oder Un-
abhéngigkeit von Axiomen, wurden als fiir den arbeitenden Mathematiker unerheblich
ausgelassen (vgl. das Vorwort von [Bou04]). Eigentlich war der urspriingliche Gedanke
nur naive Mengenlehre einzufiihren, statt dem axiomatischen Aufbau der Mengenleh-
re einen ganzen Band zu widmen. Generell sind die Beweise ein Kompromiss zwischen
formaler Strenge und Lesbarkeit und enthalten so etwa auch keine Abbildungen. [Cor09]

Wir kénnen uns die Form der Beweise von Bourbaki anhand des beispielhaften Bewei-
ses des ,Deductive criterion 32“ in , Theory of Sets“ [Bou04] vor Augen fithren. Hier ist
zu beachten, dass mit ,relations“ Aussagen, mit ,letter eine Variable und mit ,theo-
rem“ eine Aussage, die in einem Beweis vorkommt (also aus den Axiomen abgeleitet
werden kann), gemeint sind.

Theorem 2 (Deductive criterion 32 aus [Bou04]). Let R and S be relations
in T, and let x be a letter. Then the relations

e (Vz)(R and S) & ((Vx)R and (Vx) S)
e (3z) (R or S)& ((3x) R or (3x) S )

are theorems in T .

Beweis. It is sufficient to prove these criteria in 7y, in which x is not a
constant. If (Vz)(R and S) is true then “R and S* is true, and therefore each
of the relations R, S is true. Consequently each of the relations (Vz)R and
(Vx) S is true, and hence “(Vz)R and (Vz) S“ is true. Similarly one shows
that if “(Vz)R and (Vz) S“ is true, then(Vz)(R and S) is true. Hence the first
theorem. The second follows by applying C29. O

Ahnlich wie bei Euklid wird deutlich, dass der Text sehr unpersonlich ist und es keinerlei
Verweise auf den Autor gibt. Ein Beispiel fiir den Kompromiss zwischen Lesbarkeit und
Strenge ist, dass verschiedene Teile ausgelassen wurden (,,It is sufficient to prove these
criteria in 7o, ,,Similarly one shows that ...“, , The second follows by applying C29.%).



4 Hilbert

David Hilbert (1862 - 1943) war ein deutscher Mathematiker und ab 1895 Professor in
Gottingen.

Hilbert stand vor allem unter dem Einfluss der sogenannten Grundlagenkrise der Ma-
thematik, die Anfang des 20. Jahrhunderts mit der Russel’schen Antinomie begann. Im
Folgenden wird Hilberts Versuch diese Krise zu 16sen, das Hilbertprogramm, vorgestellt.

Das Hilbertprogramm war der Versuch die Mathematik von Grund auf zu formali-
sieren, d.h. ihr ein vollstdndig axiomatisch-deduktives Fundament zu geben, die Kon-
sistenz bzw. Widerspruchsfreiheit der Axiome zu beweisen und Beweise mit , finitisti-
schen“ Methoden durchzufiihren, um so eine philosophische Grundlage fiir die Mathe-
matik aufzubauen. Der Begriff der , finitistischen Methoden“ wurde von Hilbert nie klar
definiert. [Smo77]

Hilbert unterscheidet zwischen finitistischen, also auf endlichen Berechnungen und
kombinatorischen Manipulationen beruhenden, und allen weiteren, ,,ideellen“, Metho-
den. Einen Beweis, der ausschliefllich auf finitistischen Methoden beruht, nennt man
einen finitistischen Beweis. Das Ziel des Hilbertprogrammes war es, finitistische Be-
griindungen fiir ideelle Methoden und nicht zuletzt einen finitistischen Beweis fiir die
Widerspruchsfreiheit der Arithmetik zu finden. [Zac09]

5 Godel

Kurt Godel (1906 - 1978) war ein deutscher Mathematiker, dessen wohl einflussreichstes
Resultat die beiden Unvollstindigeitssitze sind.

Im Jahr 1931 veréffentlichte Kurt Godel seine beiden Unvollstandigkeitssétze [Smo77]:
Sei T eine Theorie die hinreichend viel Arithmetik (es wird auch die Abkiirzung PA fiir
Peano Arithmetik bzw. das zugehorige Axiomensystem genutzt) enthélt.

Theorem 3. 1. Unvollstindigkeitssatz Es existiert ein Satz ¢, der seine eigene Unbe-
weisbarkeit aussagt, so dass, wenn T konsistent ist, weder ¢ noch —¢ in T ableitbar
15t.

Fiir den 2. Unvollsténdigkeitssatz sei die Konsistenzaussage Con(T') die Aussage: ,,In
T lassen sich keine Widerspriiche ableiten”.

Theorem 4. 2. Unwvollstindigkeitssatz Wenn T konsistent ist, dann dann ist Con(T)
nicht in T ableitbar.

Zu den godelschen Sétzen ist zu bemerken, dass obwohl die nicht beweisbare Aus-
sage, die man im Beweis des ersten Unvollstdndigkeitssatzes konstruiert (,,Ich bin nicht
beweisbar®), eher unnatiirlich ist, es auch ,natiirlichere Aussagen in der Mathematik
gibt, die wahr, aber nicht in PA beweisbar sind. Ein Beispiel hierfiir ist der Satz von Pa-
ris und Harrington, der aussagt, dass eine stidrkere Version des Finite Ramsey Theorem,
obwohl sie wahr und in PA formulierbar ist, nicht in PA beweisbar ist. [PH77]



Durch den 2. Unvollstandigkeitssatz wurde das Ziel des Hilbertschen Programmes fiir
unerreichbar erklért, obwohl in den folgenden Jahren unklar war, ob man diese Schwie-
rigkeiten nicht durch einen finitischen Beweis, den man nicht in PA formulieren kénnte,
iiberwinden kénne. Dies wurde aber ab ca. 1934 fiir unmdoglich gehalten, da man alle bis
dahin als finitistisch angesehenen Methoden in PA formalisieren konnte. [Smo77]

6 Gentzen

Gerhard Gentzen (1909- 1945) war ein deutscher Mathematiker. Gentzen entwickelte das
System des natiirlichen Schliefens und das Sequenzenkalkiil, zwei Systeme um Beweise zu
formalisieren. In seinem Hauptsatz zeigte Gentzen, dass fiir jede Aussage, deren Beweis
die Cut-Regel benutzt, auch ein Beweis ohne diese Regel existiert. Dieses Resulat findet
auch im spéter erwiihnten Proof-mining Anwendung [Fef96].

Nach mehreren Anldufen gelang es Gentzen im Jahr 1938, einen Beweis fiir die Wi-
derspruchsfreiheit der Arithmetik zu finden. Natiirlich konnte dieser Beweis, wegen der
godelschen Sétze, nicht allein auf PA beruhen und benutzt die sogenannte w-Regel. Ei-
gentlich ist das System in dem Gentzen die Widerspruchsfreiheit von PA beweist nicht
mit PA vergleichbar, also sind die verwendeten Axiome weder eine Ober- noch eine Teil-
menge der Axiome der Peano Arithmetik [vP08]. Im Folgenden wird eine sehr grobe
Skizze des Beweises aus [vP08] vorgestellt.

Mithilfe transfiniter Induktion zu hohen Ordinalzahlen, und damit der w-Regel, findet
Gentzen eine Aussage, die sich in Peano Arithmetik formulieren lisst, fiir die es dort aber
keinen Beweis gibt. Da man aus inkonsistenten Axiomen alle moglichen Aussagen, also
auch die mithilfe der w-Regel formulierte Aussage, beweisen konnte, beweist dies die
Widerspruchsfreiheit von PA.

Das Hilbertprogramm in seiner Urform muss man trotz dessen als gescheitert auf-
fassen, da die w-Regel offensichtlich nicht dem entspricht, was Hilbert als finitistisch ak-
zeptiert hitte. Eine mogliche Losung ist es ein weniger restriktives ,,Hilbertprogramm*
zu fordern, das solche Aussagen erlaubt. [vPOS§]

7 Appel-Haken

7.1 Der Vierfarbensatz

Der folgende Satz wird als Vierfarbensatz (vor der Veroffentlichung des Beweises auch
Vierfarbenproblem) bezeichnet:

Theorem 5. Fir jeden endlichen, planaren Graphen (V,E) existiert eine 4-Firbung,
also eine Funktion ¢ : V — {1,2,3,4}, so dass fir alle vi,vo € V (vi,v2) € E = c(v1) #
c(v2).

Um den Satz besser zu illustrieren wird er, wie in Abbildung 2 dargestellt, auch
hiufig fiir die Farbung von Landkarten formuliert.
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Abbildung 2: Vierfarbung eines Graphen und entsprechene Intuition als ,, Landkarte*

7.2 Beweis des Vierfarbensatzes

Im Jahr 1852 stellte F. Guthrie die Vermutung auf, dass sich jeder planare Graph mit
vier Farben farben ldsst. Diese Behauptung konnte nach mehreren fehlgeschlagenen Be-
weisversuchen erst 1977 von Appel und Haken bewiesen werden. Der Beweis bestand
aus einem Artikel, in welchem gezeigt wurde, dass eine grofle Fallunterscheidung hin-
reichend ist, um den Satz zu beweisen, und einem Computerprogramm zur Behandlung
der einzelnen Félle. Aufgrund des Einsatzes eines Computers als Hilfsmittel bzw. eines
Programmes als Teil des Beweises wurde der Beweis angezweifelt. Die meisten Zweifel
waren jedoch ausgerdumt, als Robertson et al 2004 mit Hilfe des Beweisassistenten Coq
(siehe néchstes Kapitel) den Beweis von Appel und Haken auf Korrektheit untersuch-
te. [Wei, Dev05]

7.3  Worin besteht die Kritik am Beweis

Die Kritik am Beweis von Appel und Haken besteht hauptsichlich aus den folgenden
Punkten.

e Der Beweis ist nicht nachvollziehbar. Um den Beweis auf Korrektheit zu iiberpriifen
ist es nicht ausreichend den Artikel zu verstehen, man muss auch den Quellcode des
Computerprogrammes untersuchen. Dies ist schwieriger als einen Beweis der fiir
Menschen geschrieben ist zu {iberpriifen, da die Kenntniss der Programmiersprache
notig ist und dariiberhinaus die Verifizierung der Korrektheit von Software in der
Informatik ein grofles Problem darstellt.

e Die Funktion des Beweises, bzw. eines computergestiitzen Beweises im Allgemeinen
ist beschrinkt, da man aus dem Quellcode nur wesentlich schwieriger Erkenntnisse
ziehen kann und er sich nicht im traditionellen Sinne fiir die Lehre eignet.

e Zur vollstéindigen Verifikation des Beweises ist es nicht ausreichenden den Artikel
und den Quellcode zu iiberpriifen, da auch die Korrektheit des Compilers und die
Hardware gepriift werden miissen.

Diese Kritikpunkte werden im folgenden Abschnitt im Hinblick auf den interaktiven
Beweisassistenten Coq ndher untersucht.



8 Coq

Coq ist ein interaktiver Beweisassistent und wurde erstmals 1985, damals noch als Coc
(nach dem damals genutzten , Calculus of Constructions®), implementiert. Neben An-
wendungen in der Lehre wird Coq eingesetzt, um mathematische Theorien zu formali-
sieren, formale Beweise auf Korrektheit zu priifen und formale Verifikationen von Pro-
grammen im Bereich Softwareengineering durchzufiihren.

Wie schon im vorhergehenden Abschnitt erwdhnt, wurde Coq 2004 von Robertson
et al verwendet, um den Beweis des Vierfarbensatzes auf Korrektheit zu untersuchen.
Im Folgenden werde ich kurz auf die Funktionsweise von Coq eingehen und dann die
Unterschiede zu dem Computerbeweis von Appel und Haken beschreiben.

8.1 Wie Coq funktioniert

Die Funktionsweise von Coq im Detail zu beschreiben wiirde den Rahmen dieser Aus-
arbeitung sprengen. In Anlehnung an die Einleitung von [dt10b]: Coq nutzt die Spezi-
fikationsprache Gallina, um Programme, Eigenschaften von Programmen und Beweise
dieser Eigenschaften auszudriicken. Mithilfe des Curry-Howard Isomorphismus werden
diese dann im Calculus of Inductive Constructions, einem A\-Kalkiil, formuliert und mit
einem Type-Checking Algorithmus, der das Herz von Coq darstellt, auf Korrektheit ge-
priift. Im interaktiven Modus kann man Beweise mit Hilfe von speziellen Programmen
(,, Tactics®) entwickeln.

8.2 Coq im Vergleich zu dem Beweis von Appel und Haken

Es stellt sich die natiirliche Frage, warum man den Beweis von Appel und Haken erst,
weil er mit Hilfe eines Computerprogrammes durchgefiihrt wurde, anzweifelt und dann
ein anderes Computerprogramm benutzt, um die Zweifel auszurdumen.

In [dt10a] wird die Frage ,,Was muss man vertrauen, wenn man einen Beweis sieht,
der mit Coq iiberpriift wurde“ mit der folgenden Aufzéhlung beantwortet:

e Der Theorie, die hinter Coq steckt

e Der Implementierung des Coq Kernels
e Dem Objective Caml Compiler

e Der eigenen Hardware

e Den eigenen Axiomen

Grundsitzlich wurde Coq so entwickelt, dass die ,,Gefahr®, dass z. B. die Implementie-
rung des Kernels, oder der Caml Compiler Fehler enthalten, moglichst gering gehalten
wird. [dt10a]

Ein weiteres Argument ist, dass Coq nicht, wie das Programm von Appel und Ha-
ken, fiir einen speziellen Beweis geschrieben ist, sondern ein universelles Werkzeug zur



Verifikation von Beweisen ist und so von wesentlich mehr Leuten getestet und benutzt
wird.
Ein Restrisiko, dass Coq Bugs enthilt, lisst sich aber natiirlich nicht ausschlieflen.

9 Funktionen von Beweisen

Im letzten Abschnitt werden einige Aspekte und Fragen zur Funktion von Beweisen und
Erkenntnisidealen in der Mathematik angesprochen.

9.1 Mittel zur Verifikation von Aussagen

Gerade im Hinblick auf die Kontroverse um den Beweis des Vierfarbensatzes durch Appel
und Haken stellt sich die Frage, was genau man von einem Beweis erwartet. Am Beispiel
von Euklid, dessen Beweisbegriff uns bis heute noch stark beeinflusst, haben wir gesehen,
dass ein Beweis mehr sein kann als das Priifen einer Aussage auf Wahrheit, sondern
Konstruktionen weitergibt und oft als Lehrmittel verwendet werden kann. Inwiefern rein
formale Beweise oder gar Computerbeweise diese Funktion haben, ist fraglich.

Eine andere Perspektive auf formale Beweise und den daraus resultierenden Erkennt-
nisgewinn stellt das Proof-Mining, das in den 50er Jahren mit Kreisels ,,Unwinding Pro-
gram® begriindet wurde, dar. Dort werden aus formalen Beweisen, Beweise fiir stérkere
Aussagen extrahiert. [Fef96]

9.2 Gemeinsame Uberzeugung?

In verschiedenen Veroffentlichungen wird der Vorgang, mit dem ein Beweis von Mathe-
matikern als Gruppe akzeptiert wird, vom Standpunkt der Soziologie aus betrachtet,
durch einen sozialen Prozess, wie eine ,gemeinsame Uberzeugung®, begriindet und die
Mathematik als ,,quasi-empirische Wissenschaft“ dargestellt [Sch]. Hier méchte ich be-
sonders auf die im Folgenden kurz beschriebene Studie aus [Hei09] eingehen, in der
untersucht wird, anhand welcher Kriterien einzelne Mathematiker einen Beweis akzep-
tieren.

Die Studie wurde in einem sehr kleinen Rahmen durchgefiihrt, wobei 40 Mathema-
tiker, darunter 15 Professoren und Privatdozenten (in den Diagrammen als ,Senior*
bezeichnet) und 35 Postdocs und Doktoranden (in den Diagrammen als ,Junior® be-
zeichnet), aus den Universitéiten Augsburg und Miinchen befragt wurden.

Auf den folgenden Diagrammen wird die Verteilung der Antworten unter den ver-
schiedenen Gruppen dargestellt, wobei die Werte der Likert Skala den Antworten wie
folgt entsprechen: ,Immer“-(4), ,héufig“-(3), ,manchmal®“-(2), ,,(fast) nie“-(1).

Man stellt in Abbildung 3 fest, dass die ,,Senior“-Werte immer geringer sind als die
yJunior“~-Werte. Die Antwort ,,I checked a proof in detail“ ist in beiden Gruppen die
mit dem hochsten Mittelwert auf der Likert Skala. Besonders bemerkenswert ist, dass
die ,,Senior“-Gruppe geringeres Vertrauen gegeniiber Peer-review Journals hat als die
,Junior“-Gruppe.



Msenior #®junior

calleagues with high [

foralong time without JE—

c5 @ > @ £ i
£3 > e 2 2 & £ S =y A
BE X = £ = =2 = 2o 3 =
23 7] S @ x © @ d £ P S E B S
%3 o 2 28 @ & @ @ 5 &3 B e - @9 =3
ey £5 83 528 8%3 5 22 2% ec2 a
&3 o E £c deT o =8 o o 3z Sx > EZ2D o B
E %3 2% sE5 £88 2& a2 e E °3
€8 3P 82 35f §38 3= 03 222 ¢33 &
= o =S =
S . b £5 2EE &8 h=) g &c 238 @
{30 ] < L D o & & g =% pat=3 Sz a o
a2 g o] =1 £ o s 3 o= & S
£ £5 g = <] 82 23 oy -
By o a o & = (S

Fig. 8.2 Criteria of junior and senior mathematicians for the acceptance of new theorems in thelr
own research area (mean values of the Likert scale)

Abbildung 3: Kriterien zur Akzeptanz neuer Sitze im eigenen Forschungsbereich (aus
[Hei09])
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Abbildung 4: Kriterien zur Akzeptanz neuer Sétze im eigenen Forschungsbereich im
Vergleich zu fremden Forschungsbereichen (aus [Hei09])

In Abbildung 4 wird das Akzeptieren von neuen Sétzen im eigenen, gegeniiber dem in
fremden Forschungsbereichen dargestellt. Wieder erkennt man, dass ,,I checked a proof in
detail“ das Kriterium mit dem héchsten Mittelwert ist. Lediglich Schliisselargumente zu
iiberpriifen ist interessanterweise im eigenen Forschungsbereich akzeptabler als in einem
fremden. Weiter gibt es im fremden Forschungsbereich den generellen Trend sich eher
auf Dritte zu verlassen (z.B. Peer-Review, Kollegen mit hohen Standards).

In Abbildung 5 werden die Kriterien beim Uberpriifen eines Beweises fiir Peer-review
Journals dargestellt. Wieder sieht man, dass ,,I checked a proof in detail* und ,,I checked
the key arguments“ die héchsten Mittelwerte haben.
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Abbildung 5: Kriterien zur Akzeptanz neuer Sétze bei der Priifung fiir Peer-review Jour-
nals (aus [Hei09])

Ohne nédher auf die Studie einzugehen, kann man den generellen Trend, sich eher auf
selbststindiges Uberpriifen im Detail (,I checked a proof in detail®) zu verlassen, als
unterstiitzendes Argument fiir [Sch] auffassen, wo Schreiber sich gegen die Auffassung
der gemeinsamen Uberzeugung (,,Gruppenakzeptanz wird es wohl kaum geben, ohne
die unabhéngigen Einzelurteile der Gruppenmitglieder®, in [Sch]) und fiir das klassische
Erkenntnisideal der Mathematik ausspricht.

9.3 Experimentelle Mathematik und ,, The End of Proof”

Ein weiterer Aspekt der Nutzung von Computern in der Mathematik ist die sog. ,,expe-
rimentelle Mathematik“, die unter anderem auch in [Hor93] angesprochen wird.

Dort werden mathematische Experimente mit Hilfe von Computern durchgefiihrt.
Das Ziel ist es so neue Einsichten zu gewinnen, moglicherweise Behauptungen aufzustel-
len bzw. zu widerlegen und Ansétze fiir Beweise zu finden. Ein Beispiel fiir ein Problem,
das in der experimentellen Mathematik angegangen wird, ist die Collatz’sche 3k+1 Ver-
mutung (auf der Plattform Boinc).

Besonders erwédhnenswert ist an dieser Stelle noch das ,,Journal of Experimental
Mathematics®, das auf diese Weise gefundene Resultate, Vermutungen aus Experimen-
ten und Ergebnisse, die diese Vermutungen unterstiitzen, veroffentlicht. Das ,,Journal
of Experimental Mathematics®* hat also im Gegensatz zu den meisten mathematischen
Journalen nicht den Fokus darauf Beweise zu veroffentlichen bzw. verzichtet bewusst
darauf. [oOEM12]

Weiter kann man sich die Frage stellen, ob dies das in [Hor93] beschworene ,,End of
Proof* bedeutet oder der Computer nur ein neues Werzeug in der Mathematik ist und
das Erkenntnis und Beweisideal davon profitieren wird.
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10 Schluss

Die Art auf die wir Beweise betrachten hat sich seit Euklid, nicht zuletzt durch die
Entwicklungen um das Hilbertprogramm, gewandelt. Mit der These der ,, gemeinsamen
Uberzeugung® wurde auch die Art des Erkenntnisgewinns in der Mathematik diskutiert
und durch den Einsatz von Computern hat sich zusétzlich die Form und Funktion von
Beweisen, in einigen Bereichen sogar das Vorgehen der Mathematik iiberhaupt, verdndert
(,experimentelle Mathematik®). Ob es aufgrund dieser Verédnderungen aber, wie es der
Titel der Vortragsreihe nahelegt, berechtigt ist von einer Krise der Mathematik im 21.
Jahrhundert zu sprechen, halte ich fiir fraglich.
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