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Gruppeniibung

Aufgabe G21 (Jordansche Normalform)

(i) Bilden Sie neue Gruppen, sodass in jeder Gruppe mindestens eine Person in der Lage ist, zu
einer Matrix eine Basis aus Eigen- und Hauptvektoren zu bestimmen (Stichwort: Jordansche
Normalform).

(i) Erklaren Sie sich untereinander, wie man eine Basis aus Eigen- und Hauptvektoren zu einer

0 1 -1
Matrix bestimmt. Verwenden Sie, wenn Sie mochten, die Matrix A= | —2 3 -1
-1 1 1

(iii) Verwenden Sie Thre Kenntnisse nun dazu, ein Fundamentalsystem der DGL x’(t) = Ax(t)
fiir obiges A zu bestimmen.

Losungshinweise:
1. det(A— AN =-A34+4A2 —51+2=0 = A;,=1A3=2

2. Hauptvektor-Basis:
AMo=1: (A—MDv; =0 = v; =(1,1,0),
Bestimme Hauptvektor: (A— vy, =v; = v, =(0,0,—1)".
As=2: (A—2Dvs=0 = v, =(0,1,1).

3. Allgemeine Lésung: x(t) = cje'v; + cpet(vy — tvy) + c3e?tvs.

Aufgabe G22 (Exakte DGLn)

Uberpriifen Sie nachfolgende DGLn auf Exaktheit. Finden Sie gegebenenfalls einen integrieren-
den Faktor und bestimmen Sie dann die allgemeine Losung.

() 2ty + 2y +t3)y’' =0
() tyy' +t2+y2+t=0

Losungshinweise:




(i) Wir setzen h(t,y) = 2ty und g(t,y) = 2y + t2. Dann gilt % =2t = %. Also ist die DGL
exakt. Wir bestimmen die Potentialfunktion durch Integration iiber t und y und die dabei
auftretenden Integrationskonstanten.

S(t,y) =f 2ty dt + ¢, (y) =t2y +¢1(y)

éJ 2y +t2dy +c,(t) = y? 4+ t2y +c,(t)
= S(t,y) =t’y +y>

Aus der impliziten Losung S(t,y) = S(ty, o) erhalten wir eine explizite Losung

ye+y* =yt + g

t2 t4

(i) Wir setzen h(t,y) = t>+ y?+t und g(t,y) = yt. Dann gilt % =2y #y= g—f. Also ist
die DGL nicht exakt. Allerdings kann man den integrierenden Faktor M (t) = t erraten. Die
DGL

M(t)h(t,y)+M(t)g(t,y)y' =0

ist exakt. Wir bestimmen die Potentialfunktion durch Integration iiber t und y und die
dabei auftretenden Integrationskonstanten.

S(t,y)zJ 2+ ey’ + e de+o(y) = 3t + 50y 2P 4 g (y)
éJ ytidy +cy(t) = %yztz—l—cz(t)
_1.2.2 1.4 13
= S(t,y) =3y t"+ 3"+ 3t
Aus der impliziten Losung S(t,y) = S(ty, o) erhalten wir eine explizite Losung

1.2.2 1.4 1,3 _1_.2.2 1.4 1.3
5_)/ t +Zt +§t _Ey0t0+zt0+§t0

—a /2 (14 134102024 1040 13
= y—:I:\/tz( St =2t +2yot0+4t0+3t0).

Aufgabe G23 (Lineare DGL)
Bestimmen Sie eine 3 X 3-Matrix A, sodass die Differentialgleichung x’(t) = Ax(t) die allgemeine
Losung

1 0 0
x(t)=cie" | 1| +ce® [ 1| +cge” | -1
0 0 1

besitzt.




Losungshinweise: In der Basis aus Eigenvektoren ist Abbildungsmatrix durch

1 0 O
Ad == O 2 O
0 0 -2

gegeben. Die Eigenvektoren kann man aus dem Fundamentalsystem ablesen:

1 0 0
vi=11], v,=1|1 und vy=| —1
0 0 1
1 0 O 1 00
Die Transformationsmatrix ist daher S= |1 1 —1 |undihre InverseS '=| -1 1 1
0 0 1 0 01
1 0 O
Die Matrix A ist nun gegeben durchA=SA;S™ 1= -1 2 4
0O 0 -2

Aufgabe G24 (Asymptotisches Verhalten)

Sei A: K" — K" eine lineare Abbildung und sei x(t) : R — K" eine Losung von x'(t) = Ax(t)
mit x(ty) = x, flr ein t, € R.

Geben Sie Bedingungen dafiir an, dass lim,_, ||x(t)|| = oo oder lim,_,, ||x(t)|| = O ist.
Losungshinweise: Nehmen wir an A sei diagonalisierbar. Dann wéhlen wir eine Basis aus
Eigenvektoren by, ..., b, und bezeichnen den jeweiligen Eigenraum zum EW A; mit E,, . Wir
zerlegen x(t) beziiglich der E;_, so dass x(t) = D x(O)by.

Gilt jetzt x.(ty) # O fiir ein t, € R, so ist fiir alle t > t, x;(t) # 0 und insbesondere
xi () = eA0)x, (t,) = eM10)x, (t,). Wir unterscheiden jetzt drei Fille.

Fall 1:

x(t,) besitzt einen Anteil x.(t,) am Eigenvektor b, mit ®(A,) > 0. Dann gilt lim,_, ||x(t)|| >
lm, o0 || (O] = lim_ o || A0SR 0)x (1)) = Tim, o X0y (20)]| = 00
Fall 2:

x(ty) besitzt einen Anteil x;(t,) am Eigenvektor b, mit R(A,) = 0. Dann gilt ||x,(t)|| =
l|x(to)]|. Das bedeutet lim,_,, ||x(t)|| = oo nur dann, wenn x(t) weitere Anteile an mindestens
einem Eigenvektor b, mit R(A;) > 0 besitzt.

Fall 3:

x(ty) besitzt einen Anteil x;(t,) am Eigenvektor b, mit ®(A,) < 0. Dann gilt genauso ||x;(t)|| =
€™t — t)] |2 (to)l]. Daher gilt lim,_, ||x.(¢)]| = 0, und ||x(¢t)|| = 0 nur dann, wenn x(t,)
nur Anteile an Eigenvektoren b, mit %(A;) < 0 besitzt.

Falls A nicht diagonalisierbar ist, kann man immer noch eine Basis aus Eigen- und Hauptvek-
toren bilden. Seien v, ein Eigenvektor zum Eigenwert A und Vgseees U Hauptvektoren. Fiir die

Hauptvektoren gilt eA=t0)y = A=t (y -ty + -+

(n 1)! 1)

Da e* schneller wichst bzw. fallt als jedes Polynom p(t) in t, wird das Verhalten von

eMt=to) "
(v, + tv,_; + +(n1),

A=ty k= 2,...,n verhilt sich genauso wie e*!"t0)y, fiir den dazu gehorigen Eigenvek-

tor Vq.

v;) fir t — oo durch e*~%) bestimmt. Das bedeutet




Hauslibung

Die folgenden Aufgaben sind fiir das Erreichen des Bonus nicht relevant, aber natiirlich sinnvoll,
um sich mit dem Stoff vertraut zu machen. Abgeben konnen Sie Ihre Losungen entweder in den
Sprechstunden der Ubungsleiter oder in den Complex Analysis-Ubungen. Wie die Riickgabe der
korrigierten Abgaben erfolgt wird {iber die Homepage der Veranstaltung bekannt gegeben.

Aufgabe H22 (Lineares AWP)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung

1 0 1
x'(O)=10 1 —1]x(t).
21 -1

Losen Sie dann das AWP fiir den Anfangswert x(0) = (1, 1, v/2—1)7.

Losungshinweise: Wir bestimmen EWe und EVen zu A; = 1, A, = v2, A3 = —v/2 und v; =
(1,-2,00", v, =(-1,1,—V2+ 1", vs =(-1,1,V2+ D".

Als allgemeine Lésung ergibt sich: x(t) = c,e! vy + cye¥2t v, 4+ 3¢ V2,

Wir setzen t = 0 und 16sen das Gleichungssystem c;v; + cyv5 + c3v3 = (1,1, v/2 — 1)7. Es ergibt
sichc; = =2, ¢, = —v2,c3=+v2-3.

Aufgabe H23 (Spezielle Losung)

Sei ¢,(t),..., ¢,(t) ein beliebiges Fundamentalsystem von Losungen eines homogenen linearen
DGL-Systems mit konstanten Koeffizienten, x'(t) = Ax(t), A€ M,,.

Wir schreiben ®(t) fiir die Matrix ®(t) := (¢(t),..., ¢,(t)), d.h. wir schreiben die Fundamen-
tallosungen ¢;(t) in die Spalten der Matrix ®(t).

Zeigen Sie, dass dann x(t) = ®(t)u(t) mit u(t) = ftto ®(s)"1b(s)ds eine spezielle Losung der
inhomogenen DGL x'(t) = Ax(t) + b(t) ist.

Hinweis: Dieses Vorgehen spart oft einige Rechenschritte, da man keine Exponentialmatrix aus der
Eigen- bzw. Hauptvektorbasis riicktransformieren mul3.

Losungshinweise: Da Jedes ¢;(t) eine Losung der DGL ist, gilt ®'(t) = A®(t). Aulerdem ist
w/(6) = ([ @(s)b(s)ds) = ®()""b(t). Wir differenzieren nun x(t) = #(£)u(t):

x'(t) =" (Ou(t) + &()u'(t) = AD(u(t) + ()d(t) 1b(t) = Ax(t) + b(t) .

Also ist x(t) eine Losung der inhomogenen DGL.

Aufgabe H24 (Lineare DGLen)
i) Losen Sie das Anfangswertproblem

co=(3 oo ()

mit der Anfangsbedingung x(0) =0
ii) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y'(t)— y(t) =sinht .




Losungshinweise:
1 2
i) Sei A = (3 6)' Dann A hat die EWe A; = 0 und A, = 7 mit zugehorigen EVen
_ 7t
v; =(—2,1)" und v, = (1,3)". D.h. die Spalten von ®(t) = ( 12 3ee7t) bilden ein Funda-

7 26—7t
Nun zur speziellen Losung x;(t) = ®(t)u(t) (siehe H23).

t
_ S
u(t)zf ® 1(s) sins) ds
0
‘ ——s+ sms
- i 7s+ e Ssins ds
o \7° 7

14t2 7cost-i—;
—175t—25—49cost—343sint —7t+ .
8575

-3 1
mentalsystem und ®(t)~! =1 (e_ﬂ )

8575
3.2 7t
. =t ——t———l——cost——smt—l——e
Daher erhalten wir x;(t) = ®(t)u(t) = ( 3 0 ¥ s, %6 24 873, 7t)
14l Tl T3 T s COSt sm £+ 5575 8575

ii) Die Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist A = 1. Das bedeutet xh(t) = ce' ist die

homogene Losung. Also ist (mit sinh(s) = —es‘ze )

t
X; = etJ e *sinhsds =e! (%t + %e‘zt - %) = %tet + %(e_t —ef) = %(tet —sinht).
0

Die allgemeine Losung ist daher von der Form x(t) = x;,(t) + x;(t).




