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Gruppentibung

Aufgabe G15 (Vektorfeld)
Betrachten Sie folgendes System von linearen Differentialgleichungen

Yi=—Y1, Y9=2Ys.

Skizzieren Sie das dazugehédrige Vektorfeld F : R? — R?
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Aufgabe G16 (Vektorfelder und Richtungsfelder)
Welche Informationen konnen Sie aus den Vektorfeldern in Abb. 1 — Abb. 5 gewinnen.
Stichworte: Richtungsfeld, lineares System von DGLen, autonome DGL.

Losungshinweise:

Abb. 1: Es gilt anscheinend fiir x, y € R?, dass A(x + y) = A(x) +A(y) ist.
= System von linearen DGLen. Ein negativer, ein positiver Eigenwert, EV zum negativen

EW lautet x = (1,0)7 (x’=%(%y—x), y’:%y)
Abb. 2: Vektorfeld, nicht linear, da A(x+y) = A(x)+A(y) nicht fiir alle x, y € R? gilt; Lésungen
entweder periodisch oder ”spiralf6rmig”. (x'= 11—0 y, y' = 11—0( ysin(x) —x))

Abb. 3: System von linearen DGLen (Argumentation siehe Fall 1), komplexe Eigenwerte
(x’=-0.15y, y'=0.25x)

1



Abb. 4: Konnte Richtungsfeld einer autonomen DGL, da invariant unter Zeittranslation

(x" =sin(x))

Abb. 5: Konnte Richtungsfeld sein, allerdings nicht autonom, da Losungen nicht translations-

invariant. Allerdings sind sie invariant unter Ortstranslation, daher DGL von der Form
x'(t) = f(t). Losung ist einfach das (unbestimmte) Integral tiber f. (x'(t) =sin(t))

Aufgabe G17 (Symmetrie und logistisches Wachstum)
Seien f : R? - R und g : R — R lokal Lipschitz-stetige Funktionen.

@)

(i)

(iii)

Es gelte

f(—t,x)=—f(t,x) fiir alle (t,x) € R
Zeigen Sie: Ist r > 0, so geht jede Losung ¢ : [—r,r] — R der Differentialgleichung
x" = f(t,x) bei Spiegelung an der y-Achse in sich iiber.
Es gelte

g(—x)=g(x) fiir alle x €R.

Zeigen Sie: Ist r > 0, so geht jede Losung ¢ : [—r,r] — R des AWP x’ = g(x), x(0) = 0 bei
Punktspiegelung an (t,, x,) = (0, 0) in sich iiber.
Fiir y : R — R und die Konstanten a, K > 0 betrachten wir die Gleichung des beschrankten
Wachstums

y'=f)=ayE-y).
Die ,rechte Seite“ f ist symmetrisch zur Achse y = %K ,d.h. f (%K +y)=f (%K -y).
Ein Blick auf den Graphen der Losung y(t) des AWP y’ = f(y), y(0) = %K suggeriert, dass
y(t) punktsymmetrisch bzgl. (0, %K) ist,d.h. y(—t) =K —y(t) = %K - (y(t) - %K)

K ) t

=

Verwenden Sie (i) oder (ii), um diese Behauptung iiber y(t) zu beweisen.

Losungshinweise:

@

Essei ¢(t):[—r,r] = R, r > 0 eine Losung der DGL und v : [—r,7] — R definiert durch
Y(t)=¢(—t) fiurallete [—rr].
Dann ist auch 1(t) eine Losung der DGL, denn
Y'(6) =(o(—t)) =—¢'(—t) = —f(-t,¢(-1t))
=f(t,p(—t)) = f (x,(x)). (1 Punkt)

Nach Voraussetzung ist f lokal Lipschitz-stetig. Da ¢(0) = 1(0), folgt aus dem Eindeutig-
keitssatz ¢ (t) = (t) fiir alle t € [—r, 1].




(ii) Sei ¢(t) Losung von x'(t) = g(x(t)), x(0) = 0 auf (—r,r). Setze Y(t) := —¢(—t). Dann
ist

Y (t)=-¢'(—t)- (1) =¢'(=t) = g(¢(—t)) = g(—p(—1t)) = g(y(£)),
also 1ost v (t) das AWP x’'(t) = g(x(t)), x(0) = 0. Da die Losungen eindeutig sind, folgt
Y(t) = ¢ (o).
(iii) Wir setzen x(t) = y(t) — %K Dann ist also y(t) = x(t) + %K und
X'(0)=y'()=ay(t) (K—y() =a (x(t)+ 3K) (K —x(t) - 3K)
= x'=a (2K +x) (2K -x) = a (£ —x?) = F(x)
Da offensichtlich F(x) = F(—x) gilt, liefert (ii), dass x(t) = —x(—t) ist und damit

y(—t)=x(=t)+ 3K = —x(t) + ;K = = (y(t) = 3K) + ;K =K — y(¢).

Hauslibung

Aufgabe H15 (DGL n-ter Ordnung in DGL erster Ordnung iiberfiihren) (1 Punkt)
(@) Sei f : R xR" 2 Q — R stetig. Zeigen Sie Satz 2.2 der Vorlesung:
Eine n-fach stetig differenzierbare Funktion y : R 2 J — R lost das AWP

yP(&)=F(t,y(t),...,y" (1),

/ n— k
Yt =g, ¥(t)=ar, -y YO (t0) =ty )
x,(t) y(t)
genau dann, wenn x:R2J —->R":t— : = : das AWP
x,(t) y® ()
xz.(t) g
x'(6) = f(t,x(t)) := ‘ ;o x(t)=| (%)
X () u
n—1

F(tJ Xl(t)’ LR} xn(t))
10st.
(b) Fiir eine lineare Funktion F der Form
F(t,y(),...,y" () = a1 Y V(O + apa Y 2O+ ...+ a1 y' (D) + a0 y ()

mit ay,...,a,_; € R fihrt dies auf das System linearer Differentialgleichungen erster Ord-
nung

x'(t) =Ax(t).

Bestimmen Sie fiir diesen Fall die Matrix A € M,,(R).




Losungshinweise:
x,(t) y(t)
(a) Sei y eine Losung von (x) und setzte x(t) = : = : . Dann gilt
X, (1) y ()
y'(6) y'(t) x5(t)
=] G |= 5 - 5 = £ (¢, x()
y" () y" (1) X ()
y"(t) F(t,y(t),...,y"D(0) F(t,x1(t),...,x,(0))
J’(to) (o4}
und x(ty) = : = :
y(n_l)(to) an—1
Sei umgekehrt x eine Losung von () und setzte y(t) := x;(t). Dann gilt
y'(t) = x1() = x5(),
Yy = X! () = x, (1),
YO =xi () =F(t,x,(t), ..., x,()) = F(t,y(t),...,y"D(1)
und y(to) = x1(to) = g, --., YV (to) = x,(t0) = ;.
(b) In diesem Fall erhalten wir
x5(t) x,(t) 0 1 0 x1(¢)
: : Do, XoH(t
ool | . o 20
x,(t) x,(t) O --- 0 1 :
F(t,x(t)) ap_y Xp(t) + ...+ agx,(t) N a4y ot A/ x,(t)
—A
Aufgabe H16 (Differentialgleichungen fiir Kurvenscharen) (1 Punkt)

Wir betrachten die Familie der konzentrischen Kreise in R2, welche fiir r > 0 implizit durch
f(x,y,r)=x%+y?—r?=0 gegeben sind.

(i) Stellen Sie eine Differentialgleichung auf, welche die Kreislinien fiir —r < x < r beschreibt.

(ii) Welche Probleme treten auf, wenn man die gesamte Kreislinie x2+ y? = r? als Lésung einer
Differentialgleichung schreiben will?

(iii) Suchen Sie eine differenzierbare Funktion F : R? — R, sodass die Kreislinien aus (ii)

Niveaulinien von F sind und skizzieren Sie das Vektorfeld grad F := (Z—i, %)T'

(iv) Geben Sie eine Parametrisierung (x(t), y(t)) einer Niveaulinie von F an und skizzieren Sie
deren Tangentialvektoren.

(v) Welche geometrische Beziehung besteht zwischen den Tangentialvektoren (x, y) und dem
Vektorfeld grad F?




(vi) Zeigen Sie, dass die Funktionen x(t) und y(t) der Differentialgleichung

OF , OF
<gradF gy > 32X +Ey =0

geniigen. Finden Sie eine Parametrisierung, sodass x(t) = t ist und vergleichen Sie mit
Threm Ergebnis aus (i). In welchem Sinn kann man hier von einer Aquivalenz der Differen-
tialgleichung aus (i) und (vi) sprechen?
Losungshinweise:
@) % = 2x 4+ 2y’y = 0. Daraus erhalten wir die DGL

y’ + ; =0. ™

(i) Funktionen kénnen generell in einem Punkt nicht zwei verschiedene Werte annehmen und
fir y = 0 wird die DGL sinnlos, y’ = 0.
Wir erhalten als Losung also lediglich die Funktionen y(x) = ++4/r? — x2 fiir x € (—r, 7).
(iii) F(x,y) = x2+ y?2. Das Vektorfeld grad F(x, y) = 2(x, y)T ist ein ,Zentralfeld“.

(iv) Parametrisierung (x(t), y(t)) = r(cos(t),sin(t)). Die Tangentialvektoren sind tangential

am Kreis x2 + y2 = r2.

(v) Die Tangentialvektoren stehen senkrecht auf dem Vektorfeld VF.
(vi) Es gilt x2(t) + y2(t) = r?, also F(x(t), y(t)) = r?. Wir leiten nach t ab

dF OF dx JOF dy )

it oxde dy ydt
Solche Parametrisierungen sind gegeben durch (t +4/r2 — tz) Sie entsprechen den Lo-
sungen der DGL aus (i).

Losungen der beiden DGL sind dquivalent hinsichtlich der Kurvensegmente, die sie be-
schreiben. Der Graph ist allerdings unterschiedlich.

Aufgabe H17 (Lipschitz Stetigkeit) (1 Punkt)
Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen beziiglich x lokal oder global Lipschitz-stetig
sind:
@) flt,x)=1¢ (i) f(t,x)=x? (i) f(t,x)=e'x

Losungshinweise:

@ |f(t,x)—f(t,y)| =|t?>—t%| =0 = f ist Lipschitz-stetig.

) |f(t,x)— f(t, ) =|x>—=y?| =|x+ yl||x — y| = f ist nur lokal Lipschitz-stetig.
@ii) |f(t,x)— f(t,y)| =e'|x —y| = f ist nur lokal Lipschitz-stetig.
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