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Gruppeniibung

Aufgabe G8 (Invertierbarkeit)
Sei T € M,(C), C eine komplexe m xn-Matrix und D € M,,(C). Zeigen Sie, dass eine Blockmatrix
der Gestalt

(g g) € Mn-i—m((c)

genau dann invertierbar ist, wenn die Matrix D invertierbar ist. Bestimmen Sie ggf. die Inverse.

Losungshinweise: Durch Entwicklung nach den ersten Zeilen sieht man, dass

I 0
det(c D)—detD

ist. Die Determinate der Blockmatrix ist also genau dann Null, wenn det D = 0 ist. Es gilt

1 0\ ! 1 0
¢ p|] ~\-p-i¢ p-t)s demn
1 0 T 0\ _ 1 0 1o T 0 1 0
-p~'¢ p')\c o) \-p'¢+p'c¢c p'p)” """ \c D)\-D'c D7)

Aufgabe G9 (Implizite Funktionen und Differentialgleichungen)

(a) Die stetig differenzierbare Funktion f : R? 2 Q — R mit f(x,, ¥,) = c sei in einer (offenen)
Umgebung U € Q von (x,, o) lokal nach y auflésbar. Stellen Sie eine Differentialgleichung
auf, deren Losung g : R 2 U — R der durch f(x, g(x)) = ¢ implizit gegebenen Funktion
entspricht.

(b) Losen Sie die Gleichung x2+ y2 = ¢ nach y auf und verifizieren Sie, dass die Funktion(en),
die Sie erhalten, tatsdchlich die in (a) bestimmte zugehorige Differentialgleichung 16sen.

Losungshinweise:




(a) Wir differenzieren beide Seiten der Gleichung f (x, g(x)) = ¢ nach x und erhalten:

d d

0= V1o gCN" (g fyy) = 0 00 + S ¢ 00
bzw.

, L (x, g(x))

T (x,50)

Eine Differentialgleichung dieses Typs nennt man auch exakte Differentialgleichung.

(b) Lésen wir die Gleichung nach y auf, erhalten wir die Funktionen y,(x) = £4/c — x? mit

den Ableit L(x) = = (—2x) = 2=
en Ableitungen y! (x) 2\/m( x) T
Diese setzen wir in die zugehorige Differentialgleichung 2x + 2 y(x) - y'(x) = 0 ein und
erhalten:
x
2x + 2 (:I: c—xz) -:F—=2x—2x:0.
c—x?

Aufgabe G10
An welchen Stellen (x, y) € R? kann man die Gleichung

x*+y*—1=0

nach x auflésen, an welchen Stellen nach y und an welchen Stellen kann die Gleichung nach
beiden Variablen aufgel6st werden?

Losungshinweise: Wir definieren die Funktion f : RZ2 — R : (x,y) — x2+y?—1, um den Satz
tiber implizite Funktionen anwenden zu konnen.

Dann st f (x, y) = O fiir alle (x, y) auf dem Einheitskreis {(x,y) eR?: |, i =x*+y*= 1}.
Auflerdem ist

df (x,y) = (2x 2y).
Die Gleichung ist also

e fiir alle (x, y) auf dem Einheitskreis mit x # 0 lokal nach x auflésbar (d.h. auf der linken
und der rechten Hilfte des Kreises),

e fiir alle (x, y) auf dem Einheitskreis mit y 7 0 lokal nach y auflésbar (d.h. auf der oberen
und der unteren Halfte des Kreises) und

* fiir alle (x, y) auf dem Einheitskreis mit x # 0 # y lokal nach x und y auflosbar (d.h. auf

den Viertelkreisen der vier Quadranten).
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Hauslibung

Aufgabe H8 (Implizite Funktionen) (1 Punkt)
(a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem

utcos(u-v)=v-x+1
sinflu)=y+v

in einer Umgebung des Punktes (x, ¥y, Uy, Vg) = (0, —1,0,1) nach u und v auflésbar ist.

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung von u und v an der Stelle
(x07 yO) = (07 _1)

Losungshinweise:

(a) Um den Satz iiber implizite Funktionen anwenden zu konnen miissen wir das Problem
umformulieren. Dazu betrachten wir die Funktion

o4 2 . u+cos(u-v)—v-x—1

Firt =R Gy - (TG T,

deren Nullstellen mit den Losungen des gegebenen Gleichungssystems iibereinstimmen. An

der Stelle (xg, yo,Up, Vo) = (0,—1,0,1) sind alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt, denn

es gilt:

— f ist stetig differenzierbar (f ist zusammengesetzt aus Sinus, Kosinus und Polynomen),

- f(xo,J’o, Up, UO) = f(oa _1) O; 1) = O)

—v 0 (1-sin(uv)-v) (—sin(uv)-u—x)
- df (e yuv) = ( 0 -1 cos(u) —1

b

1 -1 =—1#0ist.

Also gibt es Funktionen g,, g, : R? — R, so dass die Punkte (x,y, g,(x,¥),g,(x,y)) in
einer Umgebung von (x,, Yo, Up, Vy) Nullstellen von f und damit Loésungen des gegebenen
Gleichungssystems sind.

und d,f(0,—1,0,1) = (1 _01) ist invertierbar, da 1o ‘

(b) In Teil (a) haben wir mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen gesehen, dass
es eine stetig differenzierbare Funktion g = (g, g,) : R? — R? gibt, so dass

f(x: Y gu(x: }’), gv(x: J’)) = 0 ist in einer Umgebung von (xO: Yo, Up, UO) = (0: _1; O: 1)
Der Satz gibt aber auch an, wie man die Ableitung von g berechnen kann. Es gilt

dg(X,.)’) = _dzf(X,y, gu(x’y)a gu(X,J’))_l : dlf(x7y9 gu(xa.y)) gl/(x:.y))'
An der Stelle (xy, y,) = (0,—1) gilt nun

-1
- _ 1 0 1 0
daf (X0, ¥0s 8u(X0, ¥0)> &0(X0, ¥o)) ™! = dzf (0,-1,0,1) 7" = (1 —1) N (1 —1) ’

-1 0
dy f (x0, Y05 8u(X0, ¥0)> & (X0, ¥0)) = ( 0 _1) =—1.

du Jdu
_(x > ) _(X 5 )
Damit ist dg(xq,Y,) = — (1 _01) (~T) = (1 _01) _ (8x 0 Yo) 5, X0, Yo) )

0 0
a—Z(Xo,}’o) ﬁ(xod’o)




Aufgabe H9 (Untermannigfaltigkeit) (1 Punkt)
Zeigen Sie, dass die Einheitssphire im R® eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit im Sinne
der Definition der Vorlesung ist.

Loésungshinweise: Wir miissen fiir jeden Punkt a auf der Einheitssphire S? eine Karte finden,
d.h. eine offene Umgebung U € R® von a und einen C!-Diffeomorphismus f : U — V C R3, so
dass f(S2NU) =R? x {0} NV ist. Dafiir gibt es natiirlich viele Méglichkeiten.

Ist a = (x,y,2) € S* mit z > 0, dann kann man zum Beispiel die offene Umgebung U :=
{Ge,3,2) €R® : 2> 0} und £,(x,y,2) := (x,y,x? + y* + 2% — 1) wihlen. Fiir z < 0 ist £, auch
auf U := {(x, ¥,2)ER?: z< 0} ein C!-Diffeomorphismus auf sein Bild.

Im Fall z = 0 kann man f, nicht mehr nutzen. Dann kann man z.B. f,(x, y,2) := (x, 2, x2+y2+
z2 — 1) auf den offenen Umgebungen U;E = {(x, y,2)€R3 : £y > 0} als Karten heranziehen,
wenn y # 0 ist, bzw. f,(x,y,2) := (¥,,x*+ y? 4+ 2? — 1) auf den offenen Umgebungen U7 :=
{(x,y,z) ER®: +x > O} im Fall x # 0.

Geometrisch haben wir hier die Einschrankungen auf die sechs Halbkugeln gewahlt, die entste-
hen, wenn man die Kugel an den Koordinaten-Ebenen schneidet.

Aufgabe H10 (Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen) (1 Punkt)
Fiir positive, reelle Konstanten a, b, R betrachten wir die Funktion

a
F:R°2Q-R: (p,v,T)— (p-}—ﬁ)(v—b)—RT.

Zeigen Sie durch Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen, dass im Gebiet

JoF
D:{(p,v,T)eR3: v>b, a—(p,v,T);éO}EQ
v

die Identitat

erfiillt ist. (Die Funktion F habe in D eine Nullstelle.)

Bemerkungen: Das Produkt hat also nicht den Wert 1, den man durch “Kiirzen” erhalten wiirde.
Interpretiert man p als Druck, v als molares Volumen und T als absolute Temperatur entspricht
die Gleichung F(p,v,T) =0bzw. p = f_Tb — % der Van-der-Waals-Gleichung, einer angenédherten
Zustandsgleichung fiir reale Gase.

Losungshinweise: Wir nutzen wieder den Satz iiber implizite Funktionen und berechnen die
Ableitung von F. Diese ist gegeben durch

dF(p,v,T)=((v=b) (=%5(v—b)+-5+p) (-R)).
Im Gebiet D gilt mit den Voraussetzungen an a, b und R

OF _ 4 3F7£O OF _ . .
oap V0= oy’ - TRE0




Der Satz ist also fiir jede der Koordinaten anwendbar (die {ibrigen Voraussetzungen sind offen-
sichtlich erfiillt) und wir kénnen F(p, v, T) = 0 nach p, nach v und nach T auflésen.

Wir bezeichnen die drei implizit gegebenen Funktionen ebenfalls mit p, v, und T, d.h. wir
erhalten p,v, T : R? — R, so dass F(p,v, T(p,v)) = F(p,v(p,T),T) = F(p(v,T),v,T) = 0 ist,
und bestimmen die uns interessierenden partiellen Ableitungen:

-1
dp(v, 7)== (Z(p(v,7),5,T))  -d, F(p(v,T),v,T) und damit

Prym (B e Ly ie anal
81} v, = y—b l)3 1% vz p SOwWl1e ana Og
%Y .1 ! (-R) und

s - — — un
T —2w—-b)+%+p

o )= (v —b)
app,v— — .

Insgesamt ergibt sich

dv 0T 0Jp R v—o>b _(_%(V_b)"'%"'l?)_ .
oT dp v —B(y-b)+%+p R v—b -
Aufgabe H11 (Zusatzaufgabe zur Thermodynamik) (1 Zusatzpunkt)

Der thermodynamische Zustand eines Gases mit fester Teilchenzahl kann durch die beiden Va-
riablen Temperatur T und Volumen V beschrieben werden. Ein Prozess wird dann durch eine
Kurve in der T-V-Ebene (T,V > 0) beschrieben; eine Parametrisierung der Prozesskurve 7 sei
in der Gestalt

n:R, > R?*: T (T,V(T))

moglich. Ist S : R, x R, —» R : (T,V) — S(T,V) die Entropiefunktion des Gases, so kann man
die spezifische Warme c,, des Prozesses durch

cz(T):=T-(Son)(T)

definieren. Die GroRe c,, beschreibt die pro Temperaturinderung bewirkte Anderung der Wir-
memenge des Gases wiahrend des Prozesses 7. Im Falle eines idealen Gases mit N Teilchen der
Masse m ist

S(T,V) =Nk (In((2rmkT)3) +In(%) + £} ;

dabei ist k die Boltzmann-Konstante.
(a) Berechnen Sie c,, fiir die folgenden Prozesskurven:
(i) V(T) = const. (isochorer Progess, ergibt c,),
) v(T)= Np#’ p = const. (isobarer Progzess, ergibt c,).
» — €y, = Nk gilt.
(b) Bestimmen Sie diejenigen Kurven, entlang derer ¢, (T) = 0 gilt (die adiabatischen Prozesse).
Nutzen Sie dazu den Ansatz V(T) = aT? mit zu berechnenden Konstanten a, b € R.

Zeigen Sie, dass ¢




Losungshinweise:
S:Ry xRy =R, (T,V)— S(T,V)
7:Ry = R?, T (my(T), m(T))
wobei m1(T) =T und m(T)=V (=V(T)) ist

a Kettenregel oS a8 dﬂ(T)
3Nk Nk 1
- (rvm) ()
3 TH(T)
= Nk (5 + %)

i) V(T) = const = 9 =0. Also: cx(T) = 3Nk =: ¢,
i) V(T) = 8L — G(T) = Bk Also: ex(T) = $Nk =: ¢,
Somit ist: ¢, — ¢, = gNk — %Nk; = Nk
b) Ansatz V(T) = aT? einsetzen in die ¢,-Formel:

3

3
cr(T) = §Nk FONE=0 = b= 5 @€ R4 (da nach Voraussetzung T,V > 0)




