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Gruppeniubung

Aufgabe G4 (Fiir lineare Abbildunge ist stetig = beschrénkt)
Seien (V, || ||y) und (W, || - ||;) normierte Vektorrdume und T : V — W eine lineare Abbildung.
Zeigen Sie, dass T genau dann stetig ist, wenn T beschrankt ist.

Losungshinweise: Sei T stetig. Dann gibt es ein & > 0, sodass || Ty|ly =|Ty —TO||y <e:=1
firalle y € V mit ||y|ly, =|ly —0|ly < 6. Flir0# x €V ist ||ﬁx||v = 6 und damit folgt

1 [ 1
1Tl = 211l 1T (2= ) lhw < 2llxlly-

Wenn T beschrankt ist, existiert eine konstante C > 0, so dass fiir alle x, y € V gilt:
ITx=Tyll=IT(x =) <=Cllx -yl
Also ist T Lipschitz-stetig und damit auch stetig.

Aufgabe G5 (Lineare Abbildungen auf R" sind beschréankt)
Zeigen Sie, dass fiir jede Norm auf R" gilt: Jede lineare Abbildung T : R" — R" ist beschrankt

und damit stetig.

Losungshinweise: Sei {ey,...,e,} eine Basis von R" und x = >, x; ¢; € R". Dann gilt:

Tl = 11T (0, xie) Il = 120, x; Tegll < 0y |

wobei M :=max {||Te;]| : 1 <i<n}ist. Da,_, le- = ||x||; die Eins-Norm von x ist und alle
Normen auf R" dquivalent sind (vgl. Analysis II, 6. Ubung) gibt es ein C > 0, so dass gilt:

I Tell <MY,

Xi

J

ITxll <M 30,

xi| = Mlix[l; < MC x|l
Also ist T beschrankt und damit nach Aufgabe G4 auch stetig.

Aufgabe G6 (Stetige Koordinatenfunktionen)
Fir 1 <1i,j < n seien die Funktionen f;; : R" 2 2 — R stetig. Zeigen Sie, dass dann auch die

Funktion F: R"2 Q — M,(R): x — (fij(x))?jzl stetig ist.

Bemerkung: Insbesondere folgt damit aus der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen einer Funk-
tion f : R"™ — R" auch die Stetigkeit von x — df (x).




Losungshinweise: Auf M, (R) definieren wir fiir A = (q; j)?,jzl € M, (R) die Maximums-Norm

durch ||A|| ey = max{|al~j| : 1<i,j<nt.DaM,(R)= R™ ist und auf R" alle Normen aqui-

valent sind, gibt es ein ¢ > 0, so dass ||Al|, < ¢ [|Al|pax ist flir alle A € M, (R).

Sei ¢ > 0 und x € R™. Dann kénnen wir ein & > 0 wéhlen, so dass fiir alle 1 <i,j < n und alle
y € R" mit ||x — y|| < 6 folgt, dass ’fl-j(x) —fl-j(y)| < f ist. Schlief3lich folgt aus

IF GO = FOllop < € IFGX) = F(3llmax < € = =&,

dass F stetig in x ist.

Aufgabe G7 (Exponentialmatrix)
Fiir A€ M, (C) definieren wir die Spur von A = (q; J')itljzl als die Summe der Diagonalelemente
von A, d.h.

n

tr(A) := Zaii .

i=1
(i) Wenn Sie das nicht bereits in der linearen Algebra getan haben, dann zeigen Sie, dass fiir
alleA,,...,A, € M, gilt:
tr(A; - Ay Ap) = tr(Ap Ay Ap_r)

(ii) Zeigen Sie, dass fiir alle Ae M, (C) gilt:

dete? = @,

Losungshinweise:

n

L1 dann

(i) Es gentigt die Behauptung fiir m = 2 zu zeigen. Sei A; = (a;;)! j—p und Ay = (byj)
gilt:
n n n n
Ay A) =D | Daby | =D (Z aijbji) =tr{4;-Ay).
i=1 \j=1 j=1 \li=1
(ii) Fiir jede Matrix A € M, (C) existiert eine invertierbare Matrix S € M,(C), so dass SAS™!
eine Jordanmatix mit Diagonalelementen A,..., A, ist. Dann gilt:
n
tr(4) = (S 7'SA) = tr(SAS ) = > 4,
j=1

n
dete? = det(S~1e585 7' S) = det S~ - deteSAS " . detS = deteSAS ' = l_[elf.

Insgesamt ergibt sich also e™@ = e2i % = Il e = dete?.




Hauslibung

Aufgabe H5 (Inversenbildung stetig) (1 Punkt)
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen GL,(C) ist offen in M, (C).
(b) Die Inversenbildung GL,(C) — GL,(C) : A— A~ ! ist stetig bzgl. der Operatornorm.

Hinweise: Sie konnen die Aussagen aus Aufgabe H1 {iber die geometrische Reihe (nach Carl
Neumann (*1832, 71925) auch Neumann Reihe genannt) nutzen. Welche Bedingung garantiert
fiir A€ GL,(C) und B € M,,(C) die Invertierbarkeit von A 'B?

Nutzen Sie fiir (b) zunichst die Identitiat S" — T" = Z;(l) SIK(S — T) TF um zu zeigen, dass
T — >, T" auf K, (0), q < 1, stetig ist.

Losungshinweise:

(a) Sei A€ GL,(C), dann ist zu zeigen, dass es eine offene Kugel K, (A) mit Radius r > 0 um A
gibt, die in GL,(C) enthalten ist.

Sei T := I-A"'B.Dannist (I-T) = I—(I—A"!'B) = A" !B invertierbar, falls ||A—B|| < ”AL”

ist, denn dann gilt

IT||=|lT-A"'B|=|lA'A—A"'B|| < ||A]| - |A— B|| < 1.

Mit A und A™'B ist natiirlich auch A(A™'B) = B invertierbar. Fiir r := —r ist also K,(A) C

AT
GL,(C).
(b) Mit dem Hinweis gilt fiir S, T € K,(0) € M,,(C)

n—1
Is* =T < YISk ls = Tl I TIF < n- g™t IS = T
k=0

Also ist

N N N N N
D58 =D T I =1D8" =TI < D Is" =T < IS =T]| D n-g"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

und da 3%_ n-q""! fiir N — oo konvergiert, folgt die Stetigkeit von T ~— 300 T™.

DaB'=@A"'B) Al =1-T)'At =37 TA =" (I-A'B)"A™! ist, erhilt
man die Abbildung B — B! als Komposition der stetigen Abbildungen B — 1 — A!B,
S — SA™! (beide offensichtlich Lipschitz-stetig) und T — >~ T".

Die Inversenbildung ist also stetig in A und da A € GL,(C) beliebig war auch auf GL,,(C).

Aufgabe H6 (Satz iiber die Umkehrfunktion) (1 Punkt)
(a) Fiihren Sie die ersten drei Beweisschritte des Satzes iiber die Umkehrfunktion in R" fiir den
Fall der Funktion f : R — R : x — sin(x) in x, = 0 durch, dabei wird vieles einfacher.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe von (a) und der Iteration des Banachschen Fixpunktsatzes na-
herungsweise arcsin(0.5), bis Sie eine Genauigkeit von drei Nachkommastellen erreicht
haben.




Losungshinweise:

(a) Fiir f(x) =sin(x) ist f(x,) = sin(0) = 0 und f'(x,) = cos(0) = 1. Wir benétigen also keine
Transformation und kénnen direkt g(x) := x — sin(x) setzen.
Aus g’(x) = 1 — cos(x) folgt, dass g kontrahierend auf K, (0) ist, falls |1 — cos(x)| < % gilt,
also z.B. falls cos(x) > % bzw. r < 1.047 ist.
Mit dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es fiir y € m genau ein x € m, so dass
gy(x) :=y + g(x) oder dquivalent dazu f (x) = y ist, denn es gilt

|gy(x)| < {y| + |g(x)| < g—l— % “lx=0|<r (und damit g, (Kr(O)) - Kr(O)) ,

, x,xq,Xxy € K.(0).

|8y (1) — gy, (x2)| = |8 (1) — 8 (x2)| < 2|1 — x;

Wie im allgemeinen Beweis kann man nun U,V finden, so dass f : U — V ein Homdomor-
phismus und sogar ein Diffeomorphismus ist. AuRerdem gilt (f 1) (t) = f'(f ().

(b) Wir mochten den Funktionswert der Umkehrfunktion von f(x) = sin(x) an der Stelle
y = 0.5 ndherungsweise berechnen. Da y € K: (0) ist und damit g, auf K,(0) alle Vor-

aussetzungen fiir die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, konnen wir die
Fixpunkt-Iteration mit Startwert y, = 0 durchfiihren:

Yo=0 Y1=8)=y+yo—f(o)=y=05
¥2=g,(y1) =0.540.5—sin(0.5) ~ 0.520574
¥3 = &y (¥2) 7 0.5+ 0.520574 — sin(0.520574) ~ 0.523196

¥4 = g,(¥3) ~ 0.5+ 0.523196 — 5in(0.523196) ~ 0.523545

¢ ¢ g

Ein auf drei Nachkommastellen genauer Ndherungswert fiir arcsin(0.5) ist also gegeben
durch y, ~ 0.524.

Aufgabe H7 (Anwendung des Satzes liber die Umkehrfunktion) (1 Punkt)
Beweisen Sie die folgende Behauptung:

Sei a = (ay,a;,a,) € R® so gewdbhlt, dass das Polynom
p.(t)=1t>—a,t* + a;t —aq

drei verschiedene reelle Nullstellen hat. Dann sind auch die Nullstellen des Polynoms p; mit Koef-
fizienten a = (d,,d;,d,) aus einer Umgebung von a verschieden und die Nullstellen hdngen stetig
differenzierbar von den Koeffizienten ab.

Was konnen Sie aussagen, wenn zwei oder drei Nullstellen gleich sind?

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion, die die Nullstellen auf die Koeffizienten abbildet, und
zerlegen Sie p, in Linearfaktoren.

Losungshinweise: Das Polynom p, habe die 3 verschiedenen reellen Nullstellen x;, x,, x5,
dann gilt
Pa(t) = 2 = ayt® + ayt — ag = (t — x7)(t = x,)(t — X3)

=13 (x7 + x5+ x3)t2 + (355 + X357 + x7X9)t — (X7X59X3).




Betrachten wir also

fi X1 a, X1+ Xy + X3
f=1rfal: R® - R3 : Xo | — | a; | =] x3x3+x3x; +x,%x5
f3 X3 ag X1XpX3

Dann beschreibt f die Abhdngigkeit der Koeffizienten von den Nullstellen. Es gilt:

x7 ) 1 1 1
df | x5 | = x93+ x3 x;1+x3 Xx1+Xx,
x3j XaX3 X1X3 X1X3
x1 ) 1 0 0
det | df | x, =|xXy+X3 X — X X, — X
X3 ) Xoxs (X1 —x)xs (X1 — x3)x,

= (3p — x2) (1 — x3)x5 — (37 — x3) (31 — Xx2)x3
= (x; —x3)(x; — x3)(xy — x3) #0 fiir 3 verschiedene Nullstellen!

Also folgt mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion die Behauptung.

Falls 2 oder 3 Nullstellen iibereinstimmen, lasst sich der Satz {iber die Umkehrfunktion nicht
mehr anwenden. In diesem Fall kénnen wir also nichts aussagen.




