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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Operatornorm)
Seien (V, |- |lv), (W, |- lw) und (X, || - |[x) normierte Vektorraume und T : V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist die Operatornorm von T gegeben durch

ITllop :=sup {ITxly : x €V, Ixlly <1}.
Die Menge der beschrankten linearen Operatoren von V nach W bezeichnen wir mit
BV, W):={T:V > W linear, ||T|l,, < oo}.

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:
(i) Die Dreiecksungleichung [|S + T||o, < [|Slop + I Tllop ist fiir alle S, T € B(V, W) giiltig.

(i) Die Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. [[ST/||o, < [|S|lop-[|Tllop gilt fiir alle T € 98(V, W)
und S € B(W,X).

(iii) Firallene Nund T € A(V,V) gilt ||T"||,, < ||T||gp.

op —

Losungshinweise:

B NS+ Tllop =sup{lISx +Tx|ly : x €V, llx[ly <1}

< sup {|ISx|lyw + ITxllw : x €V, lIxlly <1}
<sup{lISxlly : x €V, llxlly <1} +sup {ITx|ly : x €V, ||x[ly <1}
= [ISllop + 1T llp-

(ii) ISTllop =sup {ISTx|lx : x €V, [Ix[ly <1}
< sup{[ISllop - ITxlly : x €V, Ilx|ly <1}
=ISllop - sup {[ITxllw : x €V, Ix[ly <1}
= [ISllop - 1T llop-

(iii)  Folgt sofort (per Induktion) aus (ii).




Aufgabe G2 (Operatornormen berechnen)
Geben Sie zu den folgenden linearen Abbildungen jeweils die Operatornorm bzgl. der euklidi-
schen Norm auf R" an und beweisen Sie Thre Behauptungen.

01 a O .
(a) A, := (0 O) , Ayi= (O b)’ wobei a,b € R.
B) L, : R">R: x— (x,y).

Losungshinweise:

(@) Aus A, (5) = (9 (1)) (3) = (3) folgt, dass [|A;ll,, < 1 ist. Andererseits ist A; (9) = (§)
und damit [|A4 ||y, = 1.

Sei m :=max{|a|, |b|}, dann gilt

142 (I=1(E3) (=)l =Va*x*+ by <m- /x> +y*=m- ().

Also ist ||Ayllo, < m. Andererseits ist Ay (§) = () = |al und A, (9) = [b| und damit
142llop = m = max{lal, [b[}.
(b) Fiir x € R" mit [lx]| < 1ist |1, ()| = |(x,3)] S lxll- Iy | < lly . AuBerdern gt [| 2| = 1

Iyl
— 2_ —
y(”y”)‘ ‘(”y”,w’ ||ynllyll llyll. Also ist ||Ly |lop = ll¥ |-

Aufgabe G3 (Exponentialmatrix)
Sei V ein Banachraum (Erinnerung: Das ist ein vollstdndiger normierter Raum). Fiir eine lineare
Abbildung T : V — V definieren wir

o0 Tk
:ZF'

k=0

. .. (0 —1
(D) Se1A—(1 0

(i) Sei D € M, (C) eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen d.,...,d,. Zeigen Sie, dass
eP wiederum eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen e, ..., e% ist.

) . Bestimmen Sie e4.

(iii) SeienA,S € M,(C) und sei S invertierbar. Zeigen Sie, dass dann SeAS —1 — gSAs! gilt.

Losungshinweise:

@) A—(l 0),A—(O _1),,4_(_1 0)_ A, A= A2 AS=A

Also A1 = (—1)* A und A% = (—1)* 1. Daraus folgt

AZk A2k+1 B n (_1)k][ (—1)kA
Z . Z(Zk)' 2k + 1)1 =2 2 k+ D)

k=0

% cos(1) T+ sin(1)A= (2?58)) _czlsrz(ll))) .




af
(i) Sei D eine Diagonalmatrix. Dann ist Dk = )
d;
df
n d
i Dk i drli Zk_O kll
o = k! ndk
k=0 k!
Durch Limesbildung folgt die Behauptung.
(iii) Sei S invertierbar.
1 1
L(SASTHF  INSASTISASTL...SASTISASTT L SARST! LAk
Z—kl :Z kl = kl :S FS_1=SeAS_1.
k=0 : k=0 : k=0 : k=0
Durch Limesbildung folgt die Behauptung.
Hausiibung
Aufgabe H1 (Geometrische Reihe) (1 Punkt)

Sei V ein Banachraum und T : V — V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass fiir ||T||,, < 1
gilt:

(I-T) = Z Tk,
k=0

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass die Folge der Partialsummen eine Cauchyfolge ist und an-
schlielfend die Behauptung tiber den Grenzwert.

Losungshinweise: Sei oBAdA m < n und setzte q := ||T||,, < 1, dann gilt:
n m n n
k k k k
DT =D ooy =1 D Tolop < D 1T o
k=0 k=0 k=m+1 k=m+1
n n
k _ k
< 2 ITlG= 2 g
k=m+1 k=m+1

Also lassen sich die Normen der Differenzen der Partialsummen durch Differenzen der Parti-
alsummen der geometrischen Reihe abschétzen. Damit ist die Folge der Partialsummen eine
Cauchyfolge und konvergent.

Dass (I—T)Y 5 Tk=1=3"°_ TKI—T) ist, siecht man wie folgt:
k=0 k=0 g
n n n n n
CERE)ILED TS IR A I
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n+1

n
=Y T Th=1-7m T,
k=0 k=1

da aus ||T||o, <1 folgt, dass [ T"|l,, < ITII5, % o.




Aufgabe H2 (Banachscher Fixpunktsatz in Banachraumen) (1 Punkt)
Sei V ein Banachraum und M C V eine abgeschlossene Teilmenge. Ferner sei (x,),eny € M eine
Folge in M. Zeigen Sie:

(a) Existiert ein C > 0 und ein 0 < q < 1, so dass ||x;,; — x¢|| < C - ¢* fiir alle k € N ist, dann
konvergiert die Folge (x,,),en-

(b) Existiert ein 0 < g < 1, so dass ||x1; — x|l < q - ||xx — x_4|| flr alle k € N ist, dann
konvergiert die Folge (x,),en-

Beweisen Sie nun mit diesen Resultaten den Banachschen Fixpunktsatz:

(c) Sei f : V — V eine Abbildung, die M invariant lasst (d.h. f(M) € M), und 0 < g < 1.
Ferner erfiille f fiir alle x, y € M die Kontraktionsbedingung

1f G =fI=q-llx =yl

Dann gilt
(i) f besitzt genau einen Fixpunkt x, € M, d.h. f(x,) = x,.
(ii) Fiir jedes y, € M konvergiert die Folge (¥, )neny Mmit Yny1 := f(¥,) gegen x,.

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass x, := lim,_,, y,, existiert. Zeigen Sie anschlielend mit
Hilfe der Kontraktionsbedingung, dass x, ein Fixpunkt von f ist, sowie dessen Eindeutig-
keit.

Der Banachsche Fixpunktsatz kann auch fiir Kontraktionen auf vollstindigen metrischen Rau-
men formuliert und bewiesen werden, wie wir bereits in Analysis I, 12. Ubung, gesehen haben.

Losungshinweise:

(@) zz.: (x,)qey ist Cauchyfolge. Betrachten Sie hierzu ||x,, — x,||, oBdA m < n:

”xm - xn” = ”xm — X1 +xm-|—1 — Xm+2 +... +xn—1 - xn”
< ”xm - xm+1|| + ||xm+1 - xm+2|| +...+ ”xn—l - xn”
<C-q"+C-q¢""'+...+C-q"!

n—1 n—1 m—1
<C quzc (qu—qu) .
k=m k=0 k=0

Da (Zz;é q") .y eine Cauchyfolge ist (geometrische Reihe!), konvergiert (x,)cx-

(b) Aus ||x;11 — Xl < q- |lxx — x| folgt offensichtlich, dass ||xg. 1 — xxll < g& - |lx1 — x,]| ist.
Also folgt die Behauptung mit C := ||x; — x,|| aus Teil (a).

(c) Sei y, € M beliebig. zz.: Die Folge (¥, )nen mit ¥,.1 := f(¥,) konvergiert. Es gilt
1Yna1 = Yall = If ) = F DI = q - 1yn = Yl

Also ist (¥, ),en nach Teil (b) konvergent und wir setzten x, := lim,_,., ¥,- Da M abge-
schlossen ist, liegt x, in M.

AufSerdem ist x, ein Fixpunkt von f, denn:

1 (o) = xoll = Il (x0) = F () + £ (¥n) = Xoll = 11 (x0) = f (¥n) + Va1 — X0l
< If (xo) = F Ol + 1msr = Xoll £ q - llxo = Yall + 1¥ng1 = Xoll = 0.




Sei x; € M ein (weiterer) Fixpunkt von f. Dann gilt:

llxcg = x1 1l = |If (xx0) = f (x DI < q - [lxg — x4].

Wegen 0 < g < 1 ist die Ungleichung nur dann erfiillt, wenn ||x, — x;|| = 0 und damit
Xy = X ist. Also ist x, eindeutig.

Aufgabe H3 (FEinfache Anwendungen des Banachschen Fixpunktsatzes) (1 Punkt)

(@

(b)

Finden Sie eine affine Funktion g : R" — R", so dass ein x, € R" genau dann das lineare
Gleichungssystem Ax = b (A< M,(R), b € R") 16st, wenn g(x,) = x, gilt.
Formulieren Sie eine Bedingung an die Matrix A, die es erlaubt den Banachschen Fixpunkt-
satz zu nutzen, um die Existenz einer eindeutigen Losung zu garantieren.

Sei T € M,,(R) und A:= T—T. Dann wird die in (a) gesuchte Bedingung fiir eine geeignete
Wahl der affinen Funktion g zu ||T|[,, < 1.

Bestimmen Sie in diesem Fall fiir den Startwert y, = O die ersten fiinf Folgenglieder der
Fixpunkt-Iteration aus Aufgabe H2(c). Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit Aufgabe H1.

Losungshinweise:

(@

(b)

Wir setzen g(x) := x —Ax + b, dann ist
gx)=x © x—-Ax+b=x & —-Ax+b=0 & Ax=0bD.
Weiter gilt fiir x, y € R™:

lgC) =gl =llx —Ax+b—(y —Ay + b)ll
=|lx =y —Alx = )l = I(T-A)(x =yl
< [T —Allgp [lx = ¥II.

Fiir ||T—A||,, < 1 konnen wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden, der uns in diesem
Fall die Existenz eines eindeutigen Fixpunkts von g und damit einer Losung von Ax = b
sichert. [Falls g(x) := x + A(Ax — b) gewéhlt wurde, erhdlt man analog die Bedingung
1T+ Al < 1.

Fiir A= T— T muss die Bedingung ||T— All,, = |T— (T — T)|lop, = [IT|lop <1 erfiillt sein,
um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu konnen. In diesem Fall ist

gx)=x—-Ax+b=x—(I-T)x+b=Tx+b

und fiir jedes y, € R" konvergiert Folge (¥, )peny mit ¥,11 := g(¥,) gegen eine Losung des
Gleichungssystem (I — T)x = b. Fiir y, = 0 erhalten wir

Yo=0,

¥1=8o)=T(O)+b=0b,

Yo =8(1)=T(b)+b,

¥y3=8(y)) =T(T(b)+b)+b=T*b)+T(b)+b,

. n—1 k
Ya=D o T




Fiir xy :=lim,,_,o, y, = Ziozo T*(b) gilt also (I — T)x, = b oder anders ausgedriickt

8}

@-T)'b=xo= ) THb).

k=0

Da b € R" beliebig war, haben wir die Aussage von Aufgabe H1 (fiir V = M, (R)) mit Hilfe
des Banachschen Fixpunktsatzes bewiesen.

Aufgabe H4 (Funktionalgleichung) (1 Punkt)
Sei V ein Banachraum und S, T : V — V lineare Abbildungen.

(a) Sei ST = TS. Nehmen Sie an, dass frithere Resultate iiber das Cauchy-Produkt absolut
konvergenter Reihen auch auf Banachrdumen giiltig sind, um zu zeigen, dass

(b) Finden Sie ein Beispiel fiir eine geeignete lineare Abbildungen S,T : V — V (V geeignet),
so dass

eSel £ ST

Losungshinweise:
(a) Aus ST =TS folgt

— (n
S+T)= A"kBk,
S+T)y=Y, (k)

k=0
Sei Y. C, das Cauchyprodukt von e® und e”. Dann gilt

n

n Ak Bn—k noq nl 1 n 1
C = E s . = _—Aan_k _ — Aan_k — A B n.
Ak (n—k)! ;n! ki(n —k! n!;(k) n!( +B)

e w_ (00 (0 —1Y\ . (0 O _ (0 -1
(b) FurS—(1 0)undT—(O O)gﬂtST_(O _1)undS—|—T—(1 0).

. . sit _ (cos(1) —sin(1)
In Aufgabe G3(i) wurde gezeigt, dass e>™ " = (sin(l) cos(1) |

AuRerdem ist e5T = (O 91)
0 e




