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Gruppenübung

Aufgabe G15 (Vektorfeld)
Betrachten Sie folgendes System von linearen Differentialgleichungen

y ′1 =−y1, y ′2 = 2y2.

Skizzieren Sie das dazugehörige Vektorfeld F : R2→ R2.

Aufgabe G16 (Vektorfelder und Richtungsfelder)
Welche Informationen können Sie aus den Vektorfeldern in Abb. 1 – Abb. 5 gewinnen.
Stichworte: Richtungsfeld, lineares System von DGLen, autonome DGL.

Aufgabe G17 (Symmetrie und logistisches Wachstum)
Seien f : R2→ R und g : R→ R lokal Lipschitz-stetige Funktionen.

(i) Es gelte

f (−t, x) =− f (t, x) für alle (t, x) ∈ R2.

Zeigen Sie: Ist r > 0, so geht jede Lösung φ : [−r, r] → R der Differentialgleichung
x ′ = f (t, x) bei Spiegelung an der y-Achse in sich über.

(ii) Es gelte

g(−x) = g(x) für alle x ∈ R.

Zeigen Sie: Ist r > 0, so geht jede Lösung φ : [−r, r]→ R des AWP x ′ = g(x), x(0) = 0 bei
Punktspiegelung an (t0, x0) = (0, 0) in sich über.

(iii) Für y : R→ R und die Konstanten α, K > 0 betrachten wir die Gleichung des beschränkten
Wachstums

y ′ = f (y) := α y (K − y).

Die „rechte Seite“ f ist symmetrisch zur Achse y = 1
2
K , d.h. f

�1
2
K + y

�

= f
�1

2
K − y

�

.

Ein Blick auf den Graphen der Lösung y(t) des AWP y ′ = f (y), y(0) = 1
2
K suggeriert, dass

y(t) punktsymmetrisch bzgl.
�

0, 1
2
K
�

ist, d.h. y(−t) = K − y(t) = 1
2
K −

�

y(t)− 1
2
K
�

.
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H13 (Symmetrie) 4 Punkte
Seien f : R2 → R und g : R→ R lokal Lipschitz-stetige Funktionen.

i) Es gelte
f(−t, x) = −f(t, x) für alle (t, x) ∈ R2.

Zeige: Ist r > 0, so geht jede Lösung φ : [−r, r] → R der Differentialgleichung x′ = f(t, x) bei Spiegelung
an der y-Achse in sich über.

ii) Es gelte
g(−x) = g(x) für alle (t, x) ∈ R2.

Zeige: Ist r > 0, so geht jede Lösung φ : [−r, r] → R des AWP x′ = g(t, x), x(0) = 0 bei Punktspiegelung
an (t, x) = (0, 0) in sich über.

H14 (Logistische Gleichung) 4 Punkte
Die ”rechte” Seite f in der Gleichung des beschränkten Wachstums

y′ = f(y) = αy(K − y), y ∈ R, α, K > 0 konstant,

ist symmetrisch zur Achse y = 1
2K, d.h., f(12K + y) = f(12K − y), y ∈ R.

Ein Blick auf den Graphen der Lösung y(t) des AWP y′ = f(y), f(0) = 1
2K suggeriert, dass y(t) punktsymme-

trisch bzgl. (0, 1
2K) ist, d.h., y(−t) = K − y(t) = 1

2K − (y(t)− 1
2K).

K1
2K y

f(y)
y(t)

1
2K

t

K

Verwende eine der Behauptungen aus H13, um die Aussage über y(t) zu beweisen.

H15 (Potenzreihenmethode) 4 Punkte
Bestimme die Lösung des Anfangswertproblems

x′′(t)− tx = 0, x(0) = α, x′(0) = β. (*)

Gehe dabei folgendermaßen vor:

i) Nimm zunächst an, die Lösung sei durch eine Potenzreihe darstellbar (Warum ist das sinnvoll?):

x(t) =

∞∑

n=0

ant
n.

Setze diese Darstellung in (*) ein und führe dann einen Koeffizientenvergleich durch.

ii) Zeige, dass die so erhaltene Reihe einen Konvergenzradius ρ > 0 besitzt und eine eindeutige Lösung
darstellt.

Wir wünschen Euch frohe Festtage und ein gutes neues Jahr!

Verwenden Sie (i) oder (ii), um diese Behauptung über y(t) zu beweisen.

Hausübung

Aufgabe H15 (DGL n-ter Ordnung in DGL erster Ordnung überführen) (1 Punkt)
(a) Sei f : R×Rn ⊇ Ω→ R stetig. Zeigen Sie Satz 2.2 der Vorlesung:

Eine n-fach stetig differenzierbare Funktion y : R⊇ J → R löst das AWP

y(n)(t) = F
�

t, y(t), . . . , y(n−1)(t)
�

,
y(t0) = α0, y ′(t0) = α1, . . . , y(n−1)(t0) = αn−1

(∗)

genau dann, wenn x : R⊇ J → Rn : t 7→









x1(t)
...

xn(t)









:=









y(t)
...

y(n−1)(t)









das AWP

x ′(t) = f (t, x(t)) :=











x2(t)
...

xn(t)
F
�

t, x1(t), . . . , xn(t)
�











, x(t0) =









α0
...

αn−1









(∗∗)

löst.

(b) Für eine lineare Funktion F der Form

F
�

t, y(t), . . . , y(n−1)(t)
�

= an−1 y(n−1)(t) + an−2 y(n−2)(t) + . . .+ a1 y ′(t) + a0 y(t)

mit a0, . . . , an−1 ∈ R führt dies auf das System linearer Differentialgleichungen erster Ord-
nung

x ′(t) = A x(t).

Bestimmen Sie für diesen Fall die Matrix A∈ Mn(R).
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Aufgabe H16 (Differentialgleichungen für Kurvenscharen) (1 Punkt)
Wir betrachten die Familie der konzentrischen Kreise in R2, welche für r > 0 implizit durch
f (x , y, r) = x2+ y2− r2 = 0 gegeben sind.

(i) Stellen Sie eine Differentialgleichung auf, welche die Kreislinien für −r < x < r beschreibt.

(ii) Welche Probleme treten auf, wenn man die gesamte Kreislinie x2+ y2 = r2 als Lösung einer
Differentialgleichung schreiben will?

(iii) Suchen Sie eine differenzierbare Funktion F : R2 → R, sodass die Kreislinien aus (ii)
Niveaulinien von F sind und skizzieren Sie das Vektorfeld grad F := (∂ F

∂ x
, ∂ F
∂ y
)T .

(iv) Geben Sie eine Parametrisierung (x(t), y(t)) einer Niveaulinie von F an und skizzieren Sie
deren Tangentialvektoren.

(v) Welche geometrische Beziehung besteht zwischen den Tangentialvektoren (x , y) und dem
Vektorfeld grad F?

(vi) Zeigen Sie, dass die Funktionen x(t) und y(t) der Differentialgleichung

D

grad F,

� d x
d t
d y
d t

�

E

=
∂ F

∂ x
x ′+

∂ F

∂ y
y ′ = 0

genügen. Finden Sie eine Parametrisierung, sodass x(t) = t ist und vergleichen Sie mit
Ihrem Ergebnis aus (i). In welchem Sinn kann man hier von einer Äquivalenz der Differen-
tialgleichung aus (i) und (vi) sprechen?

Aufgabe H17 (Lipschitz Stetigkeit) (1 Punkt)
Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen bezüglich x lokal oder global Lipschitz-stetig
sind:

(i) f (t, x) = t2 (ii) f (t, x) = x2 (iii) f (t, x) = et x
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