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Gruppentibung

Aufgabe G15 (Vektorfeld)
Betrachten Sie folgendes System von linearen Differentialgleichungen

Yi=—Y1, Yog=2¥5.

Skizzieren Sie das dazugehérige Vektorfeld F : R? — R2.

Aufgabe G16 (Vektorfelder und Richtungsfelder)
Welche Informationen konnen Sie aus den Vektorfeldern in Abb. 1 — Abb. 5 gewinnen.
Stichworte: Richtungsfeld, lineares System von DGLen, autonome DGL.

Aufgabe G17 (Symmetrie und logistisches Wachstum)
Seien f : R - Rund g : R — R lokal Lipschitz-stetige Funktionen.
(i) Es gelte
f(—t,x)=—f(t,x) fiir alle (t,x) € R

Zeigen Sie: Ist r > 0, so geht jede Losung ¢ : [—r,r] — R der Differentialgleichung
x’ = f(t,x) bei Spiegelung an der y-Achse in sich {iber.

(ii) Es gelte

g(—x)=g(x) fiir alle x €R.

Zeigen Sie: Ist r > 0, so geht jede Losung ¢ : [—r,r] — R des AWP x’ = g(x), x(0) = 0 bei
Punktspiegelung an (t,, x,) = (0, 0) in sich {iber.

(iii) Fiir y : R — R und die Konstanten a, K > 0 betrachten wir die Gleichung des beschrankten
Wachstums

y'=f)=ayE-y).
Die ,rechte Seite“ f ist symmetrisch zur Achse y = %K ,d.h. f (%K +y)=f (%K -y).

Ein Blick auf den Graphen der Losung y(t) des AWP y’ = f(y), y(0) = %K suggeriert, dass
y(t) punktsymmetrisch bzgl. (0, %K) ist, d.h. y(—t)=K — y(t) = %K - (y(©)— %K)




=

Verwenden Sie (i) oder (ii), um diese Behauptung iiber y(t) zu beweisen.

Hausiibung

Aufgabe H15 (DGL n-ter Ordnung in DGL erster Ordnung iiberfiihren) (1 Punkt)
(a) Sei f : RxR" 2 Q — R stetig. Zeigen Sie Satz 2.2 der Vorlesung:
Eine n-fach stetig differenzierbare Funktion y : R © J — R lost das AWP

Yy (&) =F(t,y(0),...,y" (1),

/ n— k
y(to) =ay, Y'(to)=ay, ..., ¢ 1)(t0):an—1 ¢
x,(t) y(t)
genau dann, wenn x:R2J —->R":t— : = : das AWP
X, (t) y ()
Xz.(t) a,
xX'(t) = f(t,x(t)) := ‘ ;o x(t)=1] (%)
X (1) a
n—1

F(t,x,(t),...,x,(¢))

10st.

(b) Fiir eine lineare Funktion F der Form

F(6,y(t),...,y" () = apy YD) + @y Y 2() + ... + a1 ¥/ () + ap (1)

mit a,...,a,_; € R fithrt dies auf das System linearer Differentialgleichungen erster Ord-
nung

x'(t) =Ax(t).

Bestimmen Sie fiir diesen Fall die Matrix A € M, (R).




Aufgabe H16 (Differentialgleichungen fiir Kurvenscharen) (1 Punkt)
Wir betrachten die Familie der konzentrischen Kreise in R2, welche fiir r > 0 implizit durch
f(x,y,r)=x*+y?—r?=0 gegeben sind.

(i) Stellen Sie eine Differentialgleichung auf, welche die Kreislinien fiir —r < x < r beschreibt.

(ii) Welche Probleme treten auf, wenn man die gesamte Kreislinie x2+ y? = r2 als Losung einer
Differentialgleichung schreiben will?

(iii) Suchen Sie eine differenzierbare Funktion F : R? — R, sodass die Kreislinien aus (ii)

Niveaulinien von F sind und skizzieren Sie das Vektorfeld grad F := (g—i, g—i)T.

(iv) Geben Sie eine Parametrisierung (x(t), y(t)) einer Niveaulinie von F an und skizzieren Sie
deren Tangentialvektoren.

(v) Welche geometrische Beziehung besteht zwischen den Tangentialvektoren (x, y) und dem
Vektorfeld grad F?

(vi) Zeigen Sie, dass die Funktionen x(t) und y(t) der Differentialgleichung

< dF (;—f)> OF 'y JoF |,
grad F, =—x'"+—y' =
- dx dy

geniigen. Finden Sie eine Parametrisierung, sodass x(t) = t ist und vergleichen Sie mit
Threm Ergebnis aus (i). In welchem Sinn kann man hier von einer Aquivalenz der Differen-
tialgleichung aus (i) und (vi) sprechen?

Aufgabe H17 (Lipschitz Stetigkeit) (1 Punkt)
Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen beziiglich x lokal oder global Lipschitz-stetig
sind:

(i) f(t,x)=1t> (i) f(t,x)=x? (iii) f(t,x)=e'x
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