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Gruppeniibung

Aufgabe G8 (Invertierbarkeit)
Sei T € M,(C), C eine komplexe m xn-Matrix und D € M,,(C). Zeigen Sie, dass eine Blockmatrix
der Gestalt

(g 10)) € Mn—i—m((c)

genau dann invertierbar ist, wenn die Matrix D invertierbar ist. Bestimmen Sie ggf. die Inverse.

Aufgabe G9 (Implizite Funktionen und Differentialgleichungen)

(a) Die stetig differenzierbare Funktion f : R? 2 Q — R mit f(x,, ) = ¢ sei in einer (offenen)
Umgebung U € Q von (x, y,) lokal nach y auflosbar. Stellen Sie eine Differentialgleichung
auf, deren Losung g : R 2 U — R der durch f(x, g(x)) = ¢ implizit gegebenen Funktion
entspricht.

(b) Losen Sie die Gleichung x2?+ y? = ¢ nach y auf und verifizieren Sie, dass die Funktion(en),
die Sie erhalten, tatsachlich die in (a) bestimmte zugehorige Differentialgleichung l6sen.

Aufgabe G10
An welchen Stellen (x, y) € R? kann man die Gleichung

x*+y*—-1=0

nach x auflésen, an welchen Stellen nach y und an welchen Stellen kann die Gleichung nach
beiden Variablen aufgelost werden?

Hausiibung

Aufgabe H8 (Implizite Funktionen) (1 Punkt)
(a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem

u+cos(u-v)=v-x+1
sinflu)=y+v

in einer Umgebung des Punktes (x,, ¥y, Ug, Vo) = (0,—1,0,1) nach u und v auflésbar ist.




(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung von u und v an der Stelle
(XOJ }’0) = (05 _1)

Aufgabe H9 (Untermannigfaltigkeit) (1 Punkt)
Zeigen Sie, dass die Einheitssphire im R® eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit im Sinne
der Definition der Vorlesung ist.

Aufgabe H10 (Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen) (1 Punkt)
Fiir positive, reelle Konstanten a, b, R betrachten wir die Funktion

a
F:R°2Q—-R: (p,v,T)— (p-l—ﬁ)(v—b)—RT.

Zeigen Sie durch Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen, dass im Gebiet

JOF
D:{(p,v,T)eR?’ : v>b, %(p,v,T);éO}EQ

die Identitat
dv 0T Jp

FT % o=
erfillt ist. (Die Funktion F habe in D eine Nullstelle.)

Bemerkungen: Das Produkt hat also nicht den Wert 1, den man durch “Kiirzen” erhalten wiirde.
Interpretiert man p als Druck, v als molares Volumen und T als absolute Temperatur entspricht
die Gleichung F(p,v,T) =0bzw. p = %Tb - % der Van-der-Waals-Gleichung, einer angendherten
Zustandsgleichung fiir reale Gase.

Aufgabe H11 (Zusatzaufgabe zur Thermodynamik) (1 Zusatzpunkt)
Der thermodynamische Zustand eines Gases mit fester Teilchenzahl kann durch die beiden Va-
riablen Temperatur T und Volumen V beschrieben werden. Ein Prozess wird dann durch eine
Kurve in der T-V-Ebene (T,V > 0) beschrieben; eine Parametrisierung der Prozesskurve 7 sei
in der Gestalt

n:R, > R*: T —(T,V(T))

moglich. Ist S : R, x R, —» R : (T,V) — S(T,V) die Entropiefunktion des Gases, so kann man
die spezifische Warme c,, des Prozesses durch
¢(T):=T-(Som)(T)

definieren. Die GroRe c,, beschreibt die pro Temperaturinderung bewirkte Anderung der Wir-
memenge des Gases wiahrend des Prozesses 7. Im Falle eines idealen Gases mit N Teilchen der
Masse m ist

S(T,v) =Nk (In((2rmkT)3) +In(%) + £} ;
dabei ist k die Boltzmann-Konstante.
(a) Berechnen Sie c,, fiir die folgenden Prozesskurven:
(i) V(T) = const. (isochorer Prozess, ergibt c,),
(i) v(T)= NP#, p = const. (isobarer Progzess, ergibt c,).
Zeigen Sie, dass ¢, — ¢, = Nk gilt.
(b) Bestimmen Sie diejenigen Kurven, entlang derer ¢, (T) = 0 gilt (die adiabatischen Prozesse).
Nutzen Sie dazu den Ansatz V(T) = aT® mit zu berechnenden Konstanten a, b € R.




