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Gruppeniibung

Aufgabe G4 (Fiir lineare Abbildunge ist stetig = beschréankt)
Seien (V, || ||y) und (W, || - ||;y) normierte Vektorrdume und T : V — W eine lineare Abbildung.
Zeigen Sie, dass T genau dann stetig ist, wenn T beschrankt ist.

Aufgabe G5 (Lineare Abbildungen auf R" sind beschréankt)
Zeigen Sie, dass fiir jede Norm auf R" gilt: Jede lineare Abbildung T : R" — R" ist beschrankt
und damit stetig.

Aufgabe G6 (Stetige Koordinatenfunktionen)
Fir 1 <1i,j < n seien die Funktionen f;; : R" 2 2 — R stetig. Zeigen Sie, dass dann auch die

Funktion F : R" 2 Q — M,(R) : x — (fij(x))?jzl stetig ist.

Bemerkung: Insbesondere folgt damit aus der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen einer Funk-
tion f : R"™ — R" auch die Stetigkeit von x — df (x).

Aufgabe G7 (Exponentialmatrix)
Fiir A€ M,(C) definieren wir die Spur von A = (a;;)
von A, d.h.

{j=1 als die Summe der Diagonalelemente

n

tr(A) := Zaii .

i=1

(i) Wenn Sie das nicht bereits in der linearen Algebra getan haben, dann zeigen Sie, dass fiir
alleA,,...,A, € M, gilt:

tr(A; - Ay Ap) = tr(Ap Ay A1)
(ii) Zeigen Sie, dass fiir alle A€ M, (C) gilt:

dete? = @),




Hauslibung

Aufgabe H5 (Inversenbildung stetig) (1 Punkt)
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen GL,(C) ist offen in M, (C).
(b) Die Inversenbildung GL,(C) — GL,(C) : A— A™! ist stetig bzgl. der Operatornorm.
Hinweise: Sie konnen die Aussagen aus Aufgabe H1 {iber die geometrische Reihe (nach Carl

Neumann (*1832, 71925) auch Neumann Reihe genannt) nutzen. Welche Bedingung garantiert
fiir A€ GL,(C) und B € M,,(C) die Invertierbarkeit von A~1B?

Nutzen Sie fiir (b) zunichst die Identitdat S" — T" = Z;; S§"=17k(§ — T) T* um zu zeigen, dass
T — ., T"auf K,(0), ¢ <1, stetig ist.

Aufgabe H6 (Satz iiber die Umkehrfunktion) (1 Punkt)

(a) Fihren Sie die ersten drei Beweisschritte des Satzes iiber die Umkehrfunktion in R" fiir den
Fall der Funktion f : R —» R : x — sin(x) in x, = 0 durch, dabei wird vieles einfacher.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe von (a) und der Iteration des Banachschen Fixpunktsatzes na-
herungsweise arcsin(0.5), bis Sie eine Genauigkeit von drei Nachkommastellen erreicht
haben.

Aufgabe H7 (Anwendung des Satzes {iber die Umkehrfunktion) (1 Punkt)
Beweisen Sie die folgende Behauptung:

Sei a = (ay,ay,a,) € R3 so gewdhlt, dass das Polynom
p () =t> —a,t* + a;t — aq

drei verschiedene reelle Nullstellen hat. Dann sind auch die Nullstellen des Polynoms p; mit Koef-
fizienten a = (d,, a,,d,) aus einer Umgebung von a verschieden und die Nullstellen hdngen stetig
differenzierbar von den Koeffizienten ab.

Was konnen Sie aussagen, wenn zwei oder drei Nullstellen gleich sind?

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion, die die Nullstellen auf die Koeffizienten abbildet, und
zerlegen Sie p, in Linearfaktoren.




