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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Operatornorm)
Seien (V, |- ||y) und (W, || - ||/) normierte Vektorraume und T : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist
die Operatornorm von T gegeben durch

ITllop :=sup {IITxllw : llxlly <1}.
Die Menge der beschrénkten linearen Operatoren von V nach W bezeichnen wir mit
B(V,W):= {T :V > W linear, [|T||,, < oo}.

Zeigen Sie, dass flir S, T € B(V, W) die folgenden Aussagen gelten:

(i) Die Dreiecksungleichung ||S + T ||y, < [IS|lop + [T [lop ist giiltig.

(ii) Die Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. [|ST o, < [IS|lop - I [lop-
(iii) Fiir alle n € N gilt [|[T"||,, < ||T||gp.

Aufgabe G2 (Operatornormen berechnen)
Geben Sie zu den folgenden linearen Abbildungen jeweils die Operatornorm an und beweisen Sie Thre
Behauptungen.

(a) Ay = (8 (1)) , Ay:i= (g g), wobei a, b € R.

() Ly : R" >R : x—(x,y).

Aufgabe G3 (Exponentialmatrix)
Sei V ein Banachraum (Erinnerung: Das ist ein vollstdndiger normierter Raum). Fiir eine lineare Abbil-
dung T : V — V definieren wir
[e%e) Tk
T ._ -
=T

k=0

(i) SeiA= (O _1). Bestimmen Sie e”.

1 0

(ii) Sei D € M,(C) eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen d,...,d,. Zeigen Sie, dass e”
wiederum eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen e?1, ..., e ist.

(iii) SeienA,S € M,(C) und sei S invertierbar. Zeigen Sie, dass dann Se'S™! = eSAs™! gilt.




Haustibung

Aufgabe H1 (Geometrische Reihe) (1 Punkt)
Sei V ein Banachraum und T : V — V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass fiir || T||,, < 1 gilt:

(1-7)'= i T*.
k=0

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass die Folge der Partialsummen eine Cauchyfolge ist und anschliel3end
die Behauptung iiber den Grenzwert.

Aufgabe H2 (Banachscher Fixpunktsatz in Banachraumen) (1 Punkt)
Sei V ein Banachraum und M C V eine abgeschlossene Teilmenge. Ferner sei (x,,),ey & M eine Folge in
M. Zeigen Sie:

(a) Existiert ein C > 0undein 0 < q < 1, so dass ||x;,; —x|| < C-¢* fiir alle k € N ist, dann konvergiert
die Folge (x,,)nen-
(b) Existiert ein 0 < g < 1, so dass ||x;,; — x|l < q-||xx — xi_; || fiir alle k € N ist, dann konvergiert die
Folge (x;)nen-
Beweisen Sie nun mit diesen Resultaten den Banachschen Fixpunktsatz:

(c) Sei f : V — V eine Abbildung, die M invariant lasst (d.h. f(M) € M), und 0 < q < 1. Ferner erfiille
f fiir alle x, y € M die Kontraktionsbedingung

IfO)—fII<gq-llx =yl
Dann gilt
(i) f besitzt genau einen Fixpunkt x, € M, d.h. f(x,) = x,.
(ii) Fiir jedes y, € M konvergiert die Folge (¥, )neny Mit ¥,41 := f(¥,) gegen x,.

Hinweis: Zeigen Sie zunidchst, dass x, := lim,_,, y, existiert. Zeigen Sie anschlielend mit Hilfe der
Kontraktionsbedingung, dass x, ein Fixpunkt von f ist, sowie dessen Eindeutigkeit.

Der Banachsche Fixpunktsatz kann auch fiir Kontraktionen auf vollstindigen metrischen Raumen formu-
liert und bewiesen werden, wie wir bereits in Analysis I, 12. Ubung, gesehen haben.

Aufgabe H3 (Einfache Anwendungen des Banachschen Fixpunktsatzes) (1 Punkt)
(a) Finden Sie eine affine Funktion g : R" — R", so dass ein x, € R" genau dann das lineare Glei-
chungssystem Ax = b (A€ M,(R), b € R") 16st, wenn g(x,) = x, gilt.
Formulieren Sie eine Bedingung an die Matrix A, die es erlaubt den Banachschen Fixpunktsatz zu
nutzen, um die Existenz einer eindeutigen Losung zu garantieren.

(b) Sei T € M,(R) und A := 1 — T. Dann wird die in (a) gesuchte Bedingung fiir eine geeignete Wahl
der affinen Funktion g zu ||T||,, < 1.
Bestimmen Sie in diesem Fall fiir den Startwert y, = O die ersten fiinf Folgenglieder der Fixpunkt-
Iteration aus Aufgabe H2(c). Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit Aufgabe H1.

Aufgabe H4 (Funktionalgleichung) (1 Punkt)
Sei V ein Banachraum und S, T : V — V lineare Abbildungen.

(a) Sei ST = TS. Nimm an, dass frithere Resultate iiber das Cauchy-Produkt absolut konvergenter
Reihen auch auf Banachraumen giiltig sind, um zu zeigen, dass

eSel — ST

(b) Finde ein Beispiel fiir eine geeignete lineare Abbildungen S, T : V — V (V geeignet), so dass

eSel £ ST




