Einfuhrung in die Optimierung

. TECHNISCHE
UNIVERSITAT

11. Ubungsblatt N IVERSITAT
Fachbereich Mathematik WS 2011/2012
Dr. Nicole Megow 20./21.01.2012

Dipl. Math. Konstantin Pertschik

Gruppeniibung

Aufgabe G35 (GrofRe der Ecken von Polyedern)
Seien P = {x € R*|Ax < b,x > 0} und Q = {x € R®*|Bx < d, x > 0}, wobei
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Sei v = (vy, vy, v3,V,) eine beliebige Ecke von P und sei v;,1 < i < 4, eine beliebige Koordinate von v. Gib obere
Schranken fiir den Absolutbetrag des Zéhlers von v;, fiir den Absolutbetrag des Nenners von v; und fiir |v;| an. Lose
dieselbe Aufgabe fiir eine beliebige Ecke g = (¢;,95,¢5) von Q. Kann man diese Schranken verbessern?

Aufgabe G36 (Die Ellipsoidmethode)
(a) Betrachte das Polyeder & = {x € R" | Ax < b} mit

() = e(3)

Wie viele Iterationen benétigt die Ellipsoidmethode héchstens, um zu entscheiden, ob #2° leer ist oder nicht?

(b) In der ersten Iteration der Ellipsoidmethode seien a; = (0,0)T und A; = 2I gegeben. Sei x + y < —1 eine der
verletzten Ungleichungen. Bestimme a, und A, und stelle die Ellipsoide &; und &, sowie die Geraden g := {(x,y) €
R?|x+y=-1}und g, := {(x,y) € R? | x + y = 0} graphisch dar.

Aufgabe G37 (Innere-Punkte-Verfahren)

Wir betrachten ein Beispiel fiir ein Innere-Punkte-Verfahren mit einem speziellen zentrallen Pfad. Wir méchten das LP
maxc’x, s.t. Ax < b, x > 0 16sen. Das Einfiihren von Schlupfvariablen liefert die Nebenbedingungen Ax + w = b, x >
0,w > 0. Fiir ein u > 0 betrachten wir das Problem

max c’x +,uZlog(xj)+,u210g(wi)
= i=1
s.t.Ax+w=h. *)

Fir jeden inneren Punkt des Polytops P := {(x,w) : Ax + w = b,x > 0,w > 0} gilt (x,w) > 0. Da der Logarithmus
fiir Werte gegen 0 immer kleiner wird, wird die obige Zielfunktion immer kleiner, je ndher (x,w) dem Rand kommt.
Unter geeigneten Voraussetzungen, gibt es fiir jedes u > 0 eine Losung (x*(u), w*(u)) von (*) und (x*(0),w*(0)) ist
offensichtlich die Losung des urspriinglichen Problems. Wir wollen nun die Lésungen von (*) untersuchen.

(a) Sei

LCe,w,y) = c"x+ ) Jlog(x) +p D jlogw) +y7 (b —Ax —w)
j=1 i=1




die sogenannte Lagrangefunktion zu (*). Man kann zeigen, dass ein stationirer Punkt von L(x,w,y), also ein
Punkt, fiir den der Gradient VL verschwindet, das Optimierungsproblem (*) maximiert. Zeige, dass ein stationdrer
Punkt (x*,w*, y*) von L folgende Gleichungen erfiillt:

Ax+w=0D, 9]
ATy —z=c, (1)
yiwi=u,i=1,...m, (IID)
szj:,u,jzl,...n. v)

(b) Das System (I) beschreibt die Gleichungsrestriktionen unseres urspriinglichen LP’s, das System (II) beschreibt die
Gleichungsrestriktionen des dazu dualen LP’s. Fiir y = 0 sollten Dir die Gleichungen (III) und (IV) bekannt vor-
kommen. Woher?

Hausiibung

Aufgabe H29 (Kodierungsldnge eines Rucksackproblems) (3 Punkte)
Das Rucksackproblem ist ein Optimierungsproblem der Kombinatorik. Aus einer Menge von Objekten, die jeweils ein
Gewicht und einen Nutzwert haben, soll eine Teilmenge ausgewéhlt werden, deren Gesamtgewicht eine vorgegebene
Gewichtsschranke nicht tiberschreitet. Unter dieser Bedingung soll der Nutzwert der ausgewédhlten Objekte maximiert
werden.

Mathematische Formulierung lautet:

1
st Du,ax; < b,

X; € {O, 1} Vi

n
max Y. X
n

dabei sind a; die positive Gewichten, ¢; die positive Werten und b eine Schranke fiir das maximale Gewicht, das mit dem
Rucksack getragen werden kann.

Schatze die Kodierungsldnge nach oben ab.

Beachte: Alle Werte sind positiv!

Aufgabe H30 (Innere-Punkte-Verfahren) (5 Punkte)
Wir mochten uns nun wieder mit dem Innere-Punkte-Verfahren aus Aufgabe G37 beschéftigen. Betrache das LP

max — X+ X,
s.t. x9 <1,
—x; = -1,
x; =0,
X, 2 0.

(a) Sei

_ [ 1+2u+1+4u? W_l 1420 — /1 +4u?
1—-2u++/14+4u2)’ 2\ —142u+4/14+4u2)’

2
und y = (y1,¥q) = (x1,X3), 2 = (21,29) = (w1, w,). Zeige, dass dieser Vektor (x,w, y, ) die Gleichungen (I-IV) aus
Aufgabe G37 erfiillt.
Damit ist (x,w, y,2) ein stationdrer Punkt von L und 16st somit (*), weshalb die Losungen (x(u), w(u), y (u),z(u))
einen zentralen Pfad bilden.

(b) Zeichne den zentralen Pfad, also die Losungen x des Vektors (x,w, y, z) fiir mindestens 3 Werte von y > 0 und fiir
@ =0 in dem Zulassigkeitsbereich des gegebenen LP’s ein.




Aufgabe H31 (Der Kettenbruchalgorithmus) (5 Punkte)
Das Problem, reelle Zahlen durch rationale Zahlen zu approximieren, ist ein altes und bekanntes Problem aus der Zah-
lentheorie. In dieser Aufgabe wollen wir das zweidimensionale Approximationsproblem angehen. Dieses Resultat ist
hilfreich, um die Aquivalenz des Separierungs- und des Optimierungsproblems zeigen. Dazu betrachten wir folgendes
Problem:

Gegeben sei eine Zahl o € R und ein ¢ € Q,0 < ¢ < 1. Gesucht sind ganze Zahlen p,q € Z mit

1 p €
1<q<- und J|a—=—|<-.
€ q

Auf den ersten Blick ist nicht einzusehen, dass solch eine rationale Zahl immer existiert, aber genau dies ist der Fall. Mehr
noch, eine solche Zahl kann sogar in polynomialer Zeit bestimmt werden. Dazu dient der folgende Algorithmus:

Input: a€Q,e €Qn(0,1).
Output: pundgmitl1 <q < % und |a — %l < 2

(1) Initialisierung:

a=a, a =la],

8§-2=0, g&-1 =

(2) Fiihre die folgenden Schritte durch:
B)i=i+1
4 g=a;81+8&2
(5) hy=ah;_1+h;
(6) Falls h; > % STOP (gib p = g;_; und g = h;_; aus).
(7) Falls a; =a; STOP (gib p = g; und q = h; aus).
®) a1 = ﬁ
9 a1 =lajl
(10) Gehe zu (3).

(a) Beweisen Sie: Die Laufzeit des Algorithmus betrigt O(log %)

(b) Approximiere den Wert +/2 = 1,4142135... mit einer Genauigkeit von & = 0,01 durch eine rationale Zahl. D.h.
finde

0,01
p,qENmit|\/§—l—)|<—, 1<q<100.
q q




